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1 Grundlagen

1.1 Charakteristische Grofien

Aufgabe 3.1: Erwartungswert, Varianz einer diskreten Verteilung

Gegeben ist die Verteilung in der nachfolgenden Tabelle:

Wert 5 6 8 11 | 22
Wahrscheinlichkeit | 0,1 | 0,2 | 0,4 | 0,2 | 0,1

Wie grofs sind
a) Erwartungswert?
b) Varianz?

¢) Standardabweichung?



Prof. G. Kemnitz, TU Clausthal: Test und Verlasslichkeit (TV_GUeH3.pdf) 2

a) Erwartungswert:
E[X]=0,1-5+02-6+04-8+02-1140,1-22=9,3

b) Varianz als mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert:
Var[X] = 0,1-(5-93)°+0,2-(6—-9,3)°+0,4-(8-9,3)
+ 0,2-(11-93)>40,1-(22-9,3)> =214
Varianz nach Verschiebungssatz:
Var[X] = 0,1-5°40,2-6%+0,4-8%40,2 117
+ 0,1-222-93%2=214
¢) Standardabweichung: sd [X] = 1/ Var [X] = /21,4 = 4,63

Aufgabe 3.2: Erwartungswert, Varianz Datenstichprobe

Fiir eine Modellfehlermenge von 1000 Fehlern wurden fiir 10 verschiedene Zufallstestsétze derselben Lénge
die Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler w; bestimmt:

[Versuchi [ 1 [ 2 [ 3[4 [5[6 [ 7 [8][9]10]
| wi [ 58[49 40|54 [67[35]34]57[47]66]

Schétzen Sie aus der Datenstichprobe.
a) Erwartungswert?

b) Varianz?

¢) Standardabweichung?

a) Erwartungswert:

#w
. 1
EX|=w=— S w = 50,7
R
b)Varianz:
) 1 #u . 2
Var[X] = oy -;(wi—E[XD — 140

¢) Standardabweichung: sd [X] = {/Var [X] = v/140 = 11,8

1.3 Lineare Transformationen, ...

Aufgabe 3.3: Varianz einer linearen Transformation
Kontrollieren Sie die Gleichungen fiir die Varianz einer linearen Transformation:

Var[a - X + b] = a* - Var [X]

fiir eine diskrete Zufallsgrofe X, die #X verschiedene Wert z; annehmen kann.

#X
Var [X] = Zpi-(:vifJE[X])z
4x
Varfa- X +b = > pi-(a-zi+b—(a-E[X]+b))?

#X 2
= Zpi- a-x;—a-BE[X]+b—b
=1

#X
= a; Zpi (@i —E[X])*V

Var[X]
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Aufgabe 3.4: Beweis Varianz Summe

Zeigen Sie, dass die Varianz der Summe zweier Zufallsgrofien gleich der Summe der Varianzen plus der

doppelten Kovarianz ist:
Var [X + Y] = Var [X] + Var [Y] 4+ 2- Cov [X, Y]

mit der Kovarianz:

Cov [X,Y] E(X-E[X])- (Y —E[Y)])

#X JH#Y
= > (Z (pi-pj - (xi —E[X]) - (v —E[Y]))>

i=1 \j=1

#X [#Y
Var [X + Y] > (Z (pi.pj-(mi—E[X}—Fyi—E[Y])Q))

i=1 \j=1
#X [#Y

= Z(Z(m-pf((zi—E[XW(yi—E[Y}>2+2~<zi—E[X]>~<yi—E[Y]))))

i=1 \j=1

#X #Y #Y #X #X [(#Y
= D opi-(@—EXD>D pi+> pi- (i —EYD®D pi4+2-> (D (pi-pj- (@i —E[X]) - (i —E[Y]))
i=1 j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
J J J
Var[X] 1 Var[Y] 1 E((X —E[X])-(Y —E[Y]))=Cov[X,Y]

Aufgabe 3.5: Erwartungswert und Varianz Summe

Drei Holzbausteine, die je eine zu erwartende H6he von 3 cm mit einer Standardabweichung von 1 mm
haben, werden zu einem Turm aufgeschichtet. Welchen Erwartungswert und welche Standardabweichung
hat die Hohe des Turms? Die Hoéhen der Bausteine sollen nicht korrelieren (Kovarianz null).

E [hgeS] =

s [rges] =

Summe der Erwartungswerte:
E [hges)] =3-3cm =9cm

Summe der Varianzen:
Var [hges] = 3 - (1 mm)?

Standardabweichung der Summe:

sd [hges) = 1/ Var [hges] = V3mm

1.4 Verteilung von Zihlwerten

Aufgabe 3.6: Verteilung der Fehleranzahl

Die Fehler ¢ = 1 bis 5 mit folgenden Nachweiswahrscheinlichkeiten
[Fehler | 1 | 2 | 3 | 4 [ 5 |
[ pi | 10% | 20% [ 40% | 50% [ 30% |
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seinen unabhéngig voneinander nachweisbar. Berechnen Sie fiir die Anzahl der nachweisbaren Fehler
a) die Verteilung durch Ausfiillen der nachfolgenden Tabelle.
b) Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung.

| Fehler | 0 [ 1 | 2 | 3 | 4 5
F1 90% 10%
F1, F2 2%
F1 bis F3 0,8%
F1 bis F4
F1 bis F5
| Fehler [ 0 | 1 [ 2 [ 3 [ 4 5
F1 90% 10%
F1, F2 72% 26% 2%
F1 bis F3 | 43,2% | 44,4% | 11,6% | 0,8%
F1 bis F4 | 21,6% | 43,8 28% 6,2% 0,4%
F1bis F5 | 15,12% | 37,14% | 32,74% | 12,74% | 2,14% | 0,12%

Erwartungswert: #X
EX]=Y pi=01+02+04+05+03=15

i=1

Varianz:
#X
Var[X]=> pi-(1-p;)=09-01+08-02 ...
=1
+0,6-044+0,5-0,5+0,7-0,3=0,95
Standardabweichung:

sd [X] = v/ Var [X] = 0,975

2 Naherungen fiir ZV

2.1 Binomialverteilung

Aufgabe 3.7: Anndherung der Zihlverteilung durch eine Binomialverteilung

Annghern der Zihlverteilung aus der Aufgabe zuvor durch eine Binomialverteilung mit #X = 5 und
p=E[X]/#X.

a) Verteilung durch Ausfiillen der nachfolgenden Tabelle.

b) Varianz.

Mittlere Nachweiswahrscheinlichkeit und Binomialverteilung:

p=E[X]/#X =
P[Xgin = k] =
k[ o | 1 [ 2 [ 3 | 4 [ 5 |

|
| P[Xoim = H | | | | | | |
| PIX =#]" [1512% | 37,14% | 32,74% [ 12,74% [ 2,14% [ 0,12% |

* Zéhlverteilung zum Vergleich

a) Verteilung:
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L & [ o [ 1 [ 2 [ 38 | 4[5 |
| P[Xpin = k] | 16,81% [ 36,02% | 30,87% | 13,23% | 2,84% [ 0,24% |
| PIX =k [1512% | 37,14% | 32,74% | 12,74% [ 2,14% | 0,12% |

b) Varianz:
Var [Xgm] =N -p-(1—p) =5-0,3-(1—0,3) = 1,05

* Zahlverteilung; Varianz der Zahlverteilung Var [X] = 0,95.

2.2 Poisson-Verteilung

Aufgabe 3.8: Anndherung der Zihlverteilung durch eine Poisson-Verteilung
Schitzen sie fiir n = 10 SL und eine FF-Rate von ¢ = 107°FF/sr,

a) Eden rwartungswert der Anzahl der FF?

b) die Wahrscheinlichkeit fiir 0, 1, 2 und > 2 Fehlfunktionen?

Erwartungswert: E[X] = A = FF
keine FF: P[k = 0] =

eine FF: Pk =1] =

zwei FF: P[k = 2] =

mehr als zwei FF: P[k > 2] =

a) Erwartungswert: E[X]=A=C-n=0,1FF

b) keine FF: Plk=0]=e ™ =90,48%
eine FF: Pk=1=e¢ " A=0905%
zwei FF: X A2

Plh=2]=c" 5 =045%

mehr als zwei FF:
Pk > 2] = 1 — 90,48% — 9,05% — 0,45% = 0,015%

2.3 Bereichschitz. Poisson

Aufgabe 3.9: Maskierungsanzahl

Bei der Uberwachung von Service-Ergebnissen wird im Mittel eine von tausend Fehlfunktion (FF) nicht
erkannt. Wie wahrscheinlich ist es, dass

a) bei 1000 SL keine FF unerkannt bleibt?

b) bei 1000 SL mehr als eine FF unerkannt bleibt?
¢) bei 5000 SL weniger als 3 FF unerkannt bleiben?
d) bei 5000 SL mehr als 8 FF unerkannt bleiben?
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b)
P[X>1,,\=1}=1—e*1-<1+%> = 26,4%
c)
5 5, 5°
d)

o s 5 52 5% 5% 5% 56 57 58
PX>8 A=5]=1-¢e ~<1+I+§+§+J+§+a+ﬁ+§

= 6,81%

Aufgabe 3.10: Schitzen der FF-Rate mit kleinen Zihlwerten

Fiir N = 105 Service-Anforderungen wurden z;s; = 5 FF geziihlt. In welchen Bereich liegt die zu erwar-
tende FF-Rate mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit oy = ap = 1%7?

lon=0as | kiw=4 | kiw=5 | kisw=6 |
0,5% [1,08, 11,0] | [1,54, 12,6] | |2,04, 14,2
1% [1,28, 10,0] | [1,79, 11,6] | 2,33, 13,1]
2% [1,53, 9,08] | [2,09, 10,6] | [2,68, 12,0]
10% [2,43, 6,68] | [3,15, 7,99] | [3,89, 9,28]
20% [3,09, 5,51] | 3,90, 6,73] | [4,73, 7,91]

Aus der Tabelle aus der Vorlesung ist fiir kix = 5 fiir den Erwartungswert der Bereich A € [1,79, 11,6]
ablesbar. Das entspricht einer FF-Rate von

¢€[1,79-107°%, 11,6 - 107 °] FF/sL

2.5 Bereichschitzung NVT

Aufgabe 3.11: Werkstiick mit normalverteilter Masse

Die Masse Xeines Werkstiicks sei eine normalverteilte Zufallsgrofse mit dem Erwartungswert u = 1kg,
und der Standardabweichung o = 10g. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Masse X

a) grofer als 1,03kg ist?
b) kleiner 9,98 kg oder grofer 10,2 kg ist?

c¢) Fiir welchen symmetrischen Bereich kann mit Irrtumswahrscheinlichkeit oy = as = 1% garantiert
werden?

P[X > 1,03kg]:
gesucht:
P(z>3)=1-9(3)
o(z) = ¢(z)
T - NN
normierte Werte -3 9 1 0 1 2 i
Masse | | | 1 l‘ig ' = | 1,03 kg
2l 0 1 2 .3 4 .5 6 T .8 .9

0,... 10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7831 0,8159
1,...10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
2,...10,9772 0,0821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
3,...[0,9987 0,0990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000
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Gesuchte Wahrscheinlichkeit: 1 — @ (3) = 0,13%
P[9,98ke < X < 10,02kg]:

lo(2) = p()
normierte Werte -3 -:2 -1 0 1 2 "z
Masse 9,98kg 10kg 10,02kg T
2l .0 1 .2 .3 A4 5 6 T 8.9

0,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
0,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
00772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
0,0987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

-

-

w NN = O

Gesuchte Wahrscheinlichkeit: 2- (1 — @ (2)) — 1 = 4,56%
Bereich von X bzw. z, fiir den gilt:

Xmin - Xm X =
® (Zmin = 7//6) =1-& <Zmax = ail»i) =1%
g

g

a 2.27% [ 0,13% | 0 [ 2% | 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
> (1—a) | 2 3 | 4]205 [233] 2,57 | 2,88 | 3,10

Gesuchter Bereich: z € 72,33 = X € 1kg 23,3 g,

2.6 Varianzerhéhung

Aufgabe 3.12: Effektive Fehleranzahl

Fiir eine Modellfehlermenge von 1000 Fehlern wurden fiir 10 verschiedene Zufallstestsétze derselben Linge
die Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler bestimmt:

| Versuchi [ 1 ]2 [3[4[5]6]7][8[9]10]
| Ergebnis x; [ 58 [ 49 [ 40 [ 54 [ 67 [ 35 | 34 | 57 | 47 | 66 |

a) Schitzen Sie den Erwartungswert und die Varianz der Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler.

b) Wie grof ist die Varianzerh6hung gegeniiber einer Summe unabhingiger Z&hlwerte?

Erwartungswert:

. 1 &

EX] = z2=—" z; = 50,7

[X] rym ;
Varianz:
#x
. 1 . 2
Var[X] = g > (v -B[X]) =140

=1

Var [X] _ 14001 _, o
E[X] 50,7

Die Varianz ist so hoch, als ob in der Modellfehler immer etwa drei Fehler identisch nachweisbar wéren.

k=
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2.7 Bereichsschitz. Zahlw.

Aufgabe 3.13: Maskierungswahrscheinlichkeit

Bei einer Uberwachung wurden von N = 1000 Fehlfunktionen xj; = 178 nicht erkannt. Zuldssigen
Irrtumswahrscheinlichkeiten oy = ay = 0,5%. Geringe Maskierungabhéngigkeiten (x = 1,5).

In welchem Bereich liegen der Erwartungswert der Anzahl der Maskierungen und die Maskierungswahr-
scheinlichkeit p?

Standardabweichung:
d[X] ~ Kk Tt = \/1,6-178 = 16,3
! 227%10,13% | 0 | 2% | 1% | 0,6% | 0,2% | 0,1%
1 (1-a) 2 3 412051233 257 | 288 | 3,10
Hmin = Tist — sd [X] . (b_l (1 - 062)
= 178 -16,3-2,57 =136
Pmax = Tisg +sd[X]- @7 (1 — )

= 1784 16,3 2,57 = 220

Maskierungswahrscheinlichkeit: € [13,6%, 22%]

Aufgabe 3.14: Erforderliche Zihlwertgrofie

Zur Abschiitzung der Wahrscheinlichkeit p fiir ein Service-Versagen wurden fiir N = 10° Service-Anforderungen
Tist = 441 FF gezdhlt. Keine Abhéngigkeiten x = 1.

a) Wie grof sind die Irrtumswahrscheinlichkeit «; und a», dass ¢ auferhalb eines Intervalls #3- -
(1+10%) liegt?

b) Mit wie vielen Service-Anforderungen ist die Uberpriifung fortzusetzen, um die Irrtumswahrschein-
lichkeit auf oy = ap < 1% abzusenken?

Tist — Mmin
=1-¢( ——F—
“ ( sd[X] >

Mmax — ZList
=1-® | —————
. ( sd[X] )

mit
Tist — Umin = Hmax — List — 071 + Tist
sd [X] = /Tist
(0 1- x]ﬁ) z 00 Ll
o] = (g = 1—

/Tist 1,...10,8413 0,8643
— 11— B (2,1) = 1,79% 2,... [0,9772 019821
’ 3,...10,9987 0,9990

o 2.27% 1 0,13% | 0 | 2% 1% | 0,5% | 0.2% | 0,1%

o1 (1-a) 2 3 4 2,05 | 233 | 2,57 | 2,88 | 3,10

Erh6hung der Anzahl der Service-Anforderungen, bis
1- (M> <1%
Tist
0,1 Tige > &1 (1 —1%) = 2,33
i > (10- 071 (1 —1%))” = 543FF = - N
106 SL

> .
N > 543FF AT

=1,231-10°SL

Vergroferung um 2,31 - 105 Service-Anforderungen.
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Aufgabe 3.15: Mindestmodellfehleranzahl

Wie groft muss die Modellfehleranzahl N unter Vernachléssigung von Nachweisabhéngigkeiten (k = 1) mindestens sein
um mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit oo < 2% fi
99% F 0,4% garantieren zu kénnen?

In Anlehnung an die Aufgabe zuvor:

a :@(%) :q)(zv.(%s,s%(]—gg%)) :174)(%;%) <o
e

sd [X] < max (/N -98,6% - (1— 98,6%), v/N -99,4% - (1 — 99,4%))

=+/N-98,6%- (1 —98,6%) =11,75% - VN
' (1-2)-11,75% - VN

N= 0,4%
' (1-2)-11,75% - VN
Nz 0,4%
o (1 _a= 2%) _

2,33 11,75%

> —_
N > (7074% ) = 4685

« 2,27% 1 0,13% | 0 | 2% 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
> T(1-a) 2 3 4205|233 2,57 | 2,88 | 3,10

Es miissen 4685 unabhéngig voneinander nachweisbare Modellfehler simuliert werden, von denen der Test
99% (= 4638 Fehler) nachweisen muss, bei Nachweisabhéngigkeiten x-mal so viele..

Aufgabe 3.16: Leistungsabhiingiges Gehalt

Beim Programmieren entstehen Fehler in der Grofenordnung von (g =~ %ﬁg‘gr Der Wert schwankt
aber von Programmierer zu Programmierer. Zur Motivierung zu qualitativ guter Arbeit soll ein leistungs-
abhingiges Gehalt in Abhéngigkeit vom » Giiteparameter« (g des Programmierers gezahlt werden. Dazu
sei der Giiteparameter (g mit einer relativen Genauigkeit von e, = 20% und einer Irrtumswahrschein-
lichkeit oy = ag = 2% fiir jeden Programmierer zu schétzen. Fiir wie viele Code-Zeilen miissten dazu von
jedem der zu evaluierenden Programmierer in Abhéngigkeit vom zu schitzenden Giiteparameter (g die
entstandenen Fehler gezéhlt werden? Annahme: Fehleranzahl normalverteilt und keine Varianzerhohung
durch Abhéngigkeiten bei der Fehlerentstehung (k = 1).

Ohne Varianzerhohung ist die Varianz einer Zéhlverteilung ,/p. Die obere und unter Grenze des wahr-
scheinlichen Bereichs betragen:

37min:,u_q)il(l_oq)'\/:l7
.’L'maX:/l—F(I)_l(l—OéQ)'\/ﬁ

Mit o /9 = 2% und % = W = €re1 = 20% muss gelten:

P (l—an) =0 (1—ag) Vi =p- el
> 1(1—a)\® [205)\°
— (U -1
H < Erel > (20%) 05

a 2.27% [ 0,13% | 0 [ 2% | 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
> (1—a) | 2 3 | 4]205 233 2,57 | 2,88 | 3,10
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Die Anzahl der Code-Zeilen muss in Abhéngigkeit vom zu schitzenden Giiteparameter (g so groft sein,
dass der Erwartungswert mindestens 105 ist:

N> A 105

2 =1.050...10.500
“ (s L.10%

Praktisch kann man auch solange Code-Zeilen und Fehler zdhlen, bis die 105 Fehler erreicht sind, und den
Giiteparameter fiir die einzelnen Mitarbeiter als Quotient von 105 und Z&hlwert der Code-Zeilen Ngx,

die die 105 Fehler enthalten, bestimmen:
105

e = N

3 Misch- und multimodale Verteilung

Aufgabe 3.17: Verteilung der Widerstandswerte
In eine Kiste fiir 1kQ2-Widerstinde wurde gemischt:

e 500 Widerstinde mit normalverteiltem Widerstandswert, Erwartungswert 1,02k{) und Standard-
abweichung 20 € und

e 300 Widerstande mit normalverteiltem Widerstandswert, Erwartungswert 0,99 k() und Standard-
abweichung 10 Q.

a) Welche Verteilung haben die Widerstandswerte bei zufilliger Entnahme aus der Kiste? Beschreibung
mit Hilfe der standardisierten Normalverteilung & (z).

b) Wahrscheinlichkeit P [X < 9,8k

Fx(R)=P[X <R] =

. (R%@_ R—1,02kQ\ | 300 . (R—099kQ
X800 200 800 100
5 0,08kQ — 1,02kQY 3 0,908kQ — 0,99 kQ
< 2 2. SY0R T UId B8l
PX <99k = 2 (I)( 500 )+8 <1>< 00 >
5 5 3
2 <1>(2)+7 P(1)=2-(1-9(2)+= - (1—-® (1)) = 8,23%
-3 8 8 TR
0,0228 0,1587
2l .0 1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9

0,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
0,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
0,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
,--- 10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

w N = O

Aufgabe 3.18: Bereichsschitzung Kapazitidtswerte

Gegeben ist eine Stichprobe gemessener Kapazitatswerte in nkF:

C: 1,20, 1,23, 1,18, 1,25, 1,21, 1,19, 1,23, 1,22, 1,09, 1,17

Gesucht ist der Bereich, in dem der Erwartungswert liegen kann. Zuléssige Irrtumswahrscheinlichkeit
a=2%
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a) Erwartungswert und Standardabweichung der Datenstichprobe?
b) Bereich, wenn die Kapazititswerte normalverteilt sind?

¢) Bereich nach der tschebyscheffschen Ungleichung
o < Var[X] /e*
d.h. ohne Annahmen iiber die Verteilung der Kapazititswerte?

Erwartungswert der Datenstichprobe:

. 1
E[C]= {5 (120+ 1,23+ 1,18+ 1,25+ 1,21+ 1,19

+1,234+ 1,22+ 1,09+ 1,17) = 1,17

Standardabweichung der Datenstichprobe:

~ — 2 _ 2
Sd[c]:\/(mo 1,179)2 + (1,23 — 1,179)2 + ... — 0.0450

9

. E[C] =1,17; sd [C] = 0,0450

o 2% | 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
o 1(1-a)|205[233] 257 | 2,88 | 3,10

E[C] € B[C] Fsd[C] - " (173:1%)

=1,17 ¥ 0,0450 - 2,33
= [1,065, 1,275]

- E[C] =1,17; sd[C] = 0,0450

sd [C]
NG
0,0540
V2%
= 0,861, 1,497]

E[C] eE[C]F

=1,17TF

4 Weitere Verteilungen

4.1 Pareto-Verteilung

Aufgabe 3.19: Verteilung von Schadenskosten
Die erheblichen Schidden durch autonomer Fahrzeuge ab x;, = 10.000 Eur sei so pareto-verteilt, dass
U = 15% der Schadensfalle W = 90% der Gesamtschadenskosten verursachen.

a) Welchen Formfaktor k hat die Pareto-Verteilung?

b) Ab welcher Schadenshohe zahlt ein Schadensfall zu den 15%, die die 90% Gesamtschadenskosten
verursachen?

a) Zwischen dem Anteil der Ursachen U mit der groften Wirkung und dem zu erwartenden Anteil an der
Wirkung W durch diese, wurde fiir eine pareto-verteilte ZG mit k£ > 1 hergeleitet:

W=U"%
k-1 1 (W)
k.~ k  In(0)
B m(W)\ " In (90%)\ "
b= <1 ln(U)> - (1 ln(15%)) = 1,0588

b) Mindestschaden:
1

Wenin = Tanin - U~ F = 10.000 Eur - U~ 70558 = 60.000 Eur
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Aufgabe 3.20: Verteilung der mittleren Nachweislinge

Gegeben sind die Nachweislangen n; fiir 25 Modellfehler:
x = [10 11 13 15 17 18 21 24 29 31 33 37 40 52
67 70 83 110 185 217 290 420 850 1730 5870];

Daraus soll der Formparameter k einer parato-verteilten Nachweismenge mit Skalenparameter ng = 10

FN(n):P[N<n];::1—<1T?>k

angeschitzt werden.

a) Stellen Sie die Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler # Fg,k als Funktion der Nachweisldnge n mit
doppelt logarithmischer Achsenteilung dar.

b) Legen Sie eine Ausgleichsgerade in die Graphik und bestimmen Sie aus der Geradengleichung k.

a) Graphische Darstellung;:

20 e . g In(10) _
# FNErk I 10 £ ‘n._lT_}f)‘g. Anstieg: k = —(@0) = 0,677
5 F —
2 | ‘T__l
10 50 100 200 500 1000 2000

’I’Llr-'?‘z20

b) Gesuchter Formfaktor: k = 0,677

ng ~ 600

4.4 Verteilung der FF-Rate

Aufgabe 3.21: Modell von Musa, Goel und Okumoto

Das am haufigsten zitierte Zuverlassigkeitswachstumsmodell ist das von Musa, Goel und Okumoto (MGO-
Modell!). Es unterstellt fiir den Zusammenhang zwischen der Anzahl der nicht beseitigten Fehler und
der Reifezeit t eine abklingende e-Funktion:

#HF () =a-e "
a) Was fiir eine Verteilung wird hier fiir die Nachweiszeit unterstellt?

b) Was fiir eine Dichtefunktion wird fiir die FF-Rate unterstellt?

t sei die effektive Reifezeit, d.h. die dquivalente Testzeit, fiir die alle erkennbaren Fehler beseitigt werden.
a) Die Verteilung der Nachweiszeit ist gleich dem Anteil der nachweisbaren Fehler:
P[X; <t]=FC(t)=1—-¢""

Exponentialverteilung mit dem Parameter b als Anteil der Nachweisereignisse pro Zeit.

b) Die Dichte der FF-Rate muss das Intergral

FC(t)=1-¢""= /1 h(C)- (1 _ e*C-(nfno)) -d¢
0

erfiillen. Anschauliche Losung b = (o - MT'S und

h(C)={1 fiir ¢ = Co

0 sonst

Das MGO-Modell unterstellt fiir alle Fehler dieselbe FF-Rate.

IBenedikte Elbel, Zuverlassigkeitsorientiertes Testmanagement (2003)
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Aufgabe 3.22: Abschéitzungen iiber die Dichte der FF-Rate

Ein Testobjekt hat abschidtzungsweise nach Beseitigung aller mit ... mg = 10 Tests erkennbaren Fehler
noch #F (ng) = 10% Fehler. Berechnen Sie fiir die effektiven Testsatzlingen n; = 100 und ny = 1000
und die Exponenten der Pareto-Verteilung der Nachweisldnge ... &k € {0,3, 0,4,... 0,7} die Anzahl der
nicht nachweisbaren Fehler und die Zuverlassigkeit.

FF durch Stoérungen und Abweichungen von den Modellannahmen sind zu vernachlissigen.

Zu erwartenden Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler und Zuverlissigkeit

A () ~ 4F (n0) - (”)

o
n

S

mit ng = 10. Fiir alle Variationen der vorgegebenen Werte fiir £ und n:

y | k=03]k=04]k=05]k=06]k=07

#F (n, = 100) 50 40 32 25 20
Zp (n1 = 100) 6,7 6,3 6,3 6,6 7.2

N2 = 100 25 16 10 6,3 4,0
Zr (nz = 1000) | 130 160 200 260 360

Aufgabe 3.23: Fehlerbezogene Teilzuverlidssigkeit nach Test

Von #Fg = 1000 entstandenen Fehlern erkennt der vorgelagerte statische Test FCs = 80%, von den
verbleibenden 20% erkennen ng = 20 gezielt gesuchte dynamische Tests F'Cp = 60% und von den dann
noch verbleibenden 20% - 40% erkennen weitere n; = 80 zufillige Tests FCrr = 50%. Beseitigung aller
erkannten Fehler.

a) Mit welchem Exponenten k nimmt der Anteil der nicht erkannten Fehler 1—F'C (n) bei der Erh6hung
der Testsatzlange von ng = 20 auf n = ng + n; = 100 unter der Annahme: 1 — F'C (n) ~ n=k ab?

b) Wie grofs sind abschitzungsweise die Fehleranzahl, FF-Rate und Zuverlissigkeit nach Beseitigung
aller erkannten Fehler?

c) Wie groft sind Fehleranzahl, FF-Raten und Zuverlassigkeit, wenn die Anzahl der Tests von 100 auf
1000 erhoht wird?

d) Wie viele zusétzliche Zufallstests erfordert eine Verringerung der zu erwartenden Anzahl nicht er-
kennbarer Fehler auf #F (n) = 5?

e) Wie viele zusitzliche Zufallstests erfordert eine Erhohung der fehlerbezogenen Teilzuverlédssigkeit
auf Zg (n) = 1000 £ 7

Aus der Annahme folgt:

1—FC(710—|—TL1)_ no + n1 —k
1—FC(no) no

1-FC(20+80) _ . _ (20+80 "
1—-FC(20) 77 20
In (0,5)

k= —2U0) g 431
In (5) ’

#F (’no -|—TL1) = #FE . (1 — FCs) . (1 — FCD) . (1 — FCRT) = 40 Fehler

k #Fr

CF(no+n1) = E+1 : (n0+n1)

SL
ZFT = 1/<T == 873ﬁ

=0,12
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Unter Nutzung von k = 0,431 aus Aufgabenteil a) ldsst sich aus der Fehleriiberdeckung FCrr (n = 100) ~
0,5 - FCrr (n = 1000) abschétzen. Rest wie Aufgabenteil b):

102
=0,5-10"%*" = 18 5%
#Fp =#F-(1—FCs)- (1 —FCp) - (1 — FCrr) = 14,8 Fehler

(1 - FCrr (10%)) = (1 — FCrr (10%)) - (1o3>’“

k #Pp 0431 148 4 FF
GT= Pl 1431 108~ pAT10Tgp
SL

Ausgehend von k = 0,431 aus Aufgabenteil a) und #Fr (n = 10®) = 14,8 aus Aufgabenteil c):

#F(n) 5 :(n)*k

#F(103) — 14,8 \103

.3 k/14,8Fechler 4
n =10 \/75Fehler =1,24-10

Die Verringerung der Fehleranzahl auf etwa ein Drittel erfordert eine Testverlangerung um weitere 11.400
Zufallstests.

Ausgehend von k = 0,431 aus Aufgabenteil a) und Zg (n = 103) =224 1?—11; aus Aufgabenteil c):

Zr(n) _ 1000 £& _ (L)Ivﬂ
Zp (10%) 224 3% 103

/1000
= 3 . ktd [ 27 = . 3
n =10 994 1,85-10

Die Erhohung der fehlerbezogenen Teilzuverléssigkeit auf etwa das dreifache erfordert nur weitere 850
Zufallstests.

Aufgabe 3.24: Fehler und FF

Eine Verdopplung der effektiven Testsatzlinge von einem Bezugswert ng auf ny = 2 - ng hat die FF-Rate
etwa auf ein Drittel reduziert.

a) Welche Verlangerung der effektiven Testsatzlinge gegeniiber ng ist unter Annahme, dass die
Nachweislénge fiir Fehler pareto-verteilt ist, erforderlich, um die FF-Rate auf 1/100 zu redu-
zieren?

b) Um welchen Faktor veringert sich die Anzahl der nicht beseitigten Fehler unter Nutzung der
Ergebnisse aus Aufgabenteil a?

¢) Angenommen, die Nachweisldnge sein nicht pareto-, sondern exponentialverteilt, lasst sich dann
der Skalenparameter der Verteilung aus den in der Aufgabe gegebenen Werten bestimmen und
wenn ja, wie grofs ist er?

Der Formfaktor k der Pareto-Verteilung ergibt sich aus dem Zusammenhang, dass die FF-Rate mit der
effektiven Testsatzlinge mit dem Exponenten k + 1 abnimmt:

g\~
LG ()] =E L o)l (2
Formfaktor der Pareto-Verteilung:
E[¢(n1)]
A ) Cm) EPIL UL ) e
log (Z—[l)) log (2) ’

Testverldngerung zur Reduzierung der FF-Rate auf 1/100:

o (Bl TR e s,
n=no- (m) =nNo - 0,01 ’ = 18,3 no
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Relative Abnahme der Anzahl der nicht beseitigten Fehler mit der effektiven Testsatzlinge auf:

ElFrs(n)] _ (n>k _ 1990585 _ :
E[#Frp (no)] = 18,3777 = 18,27%

Exponentialverteilung fiir die Nachweislédnge:
Fy, () =P[N; <n] =1—e~¢"

ist nach Aufgabe 4.1 gleichbedeutend damit, dass alle Fehler dieselbe FF-Rate ¢ haben. Gesamte FF-Rate
proportional zur Fehleranzahl:

E[C(n)] ~ - (1= Fy, (m) = C-e ™"
Eine Verdopplung von n; auf ny = 2 - ny reduziert FF-Rate auf ein Drittel:

C i (1 — FNq (nl)) _ eanl —(¢-(n1—no) _ =

¢-(1—Fy, (ng)) e ¢mo 3

Zur Abschétzung des Parameters ¢ wird die Differen von n; —ny statt des gegebenen Quotienten 71/n, = 2
bendétigt. Der Skalenparameter ist mit den gegebenen Werte aus der Aufgabe nicht abschétzbar.



