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Zufall, Zufallsexperiment, Zufallsvariable

o Zufalliges Ereignis: Ereignis, das weder sicher noch unmoglich ist, sondern mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit eintritt.

e Zufallsexperiment: Experiment mit mehreren moglichen Ergebnissen und zufilligem Ausgang.

o Zufallsvariable: Verdnderliche, die ihre Werte in Abhéngigkeit vom Zufall nach einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung annimmt.

Bernoulli-Versuch
Das einfachste Zufallsexperiment. Zweipunktverteilung;:

P{X=0} = 1-p
P{X =1}

\
S

(p — Eintrittswahrscheinlichkeit).
Die beiden mdogliche Ergebnisse {0,1} konnen auch {nein,ja}, {falsch, wahr}, ... bedeuten.

Zufallsexperimente mit mehr als zwei méglichen Ergebnissen lassen sich in je einen Bernoulli-Versuch je
Ergebnis aufspalten:
A — {0 Ereignis nicht eingetreten
’ 1 Ereignis eingetreten
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Verteilungen

Eine Verteilung ordnet den moglichen Ergebnissen eines Zufallsexperiments Wahrscheinlichkeiten zu. Im
weiteren interessierende Zufallsvariablen:

Anzahl der FF (aufgetretene, erkannte, tolerierte, ...),

Anzahl der Fehler (entstandene, beseitigte, vermiedene, ...),

Lebensdauer,

Schadenskosten, ...

Dieser Foliensatz vermittelt ein auf die Vorlesung abgestimmten Werkzeugkasten aus der Stochastik zur
Abschétzung der

e Verteilungen,
e Erwartungswerte, Streuungen und
e wahrscheinlichenen Bereiche

fiir Zahlwerte, Uberdeckungen, Schadenshohen, Lebensdauern, ...

1 Grundlagen

1.1 Charakteristische Grofien

Charakteristische Grofien einer Zufallsvariablen

Wenn eine Zufallsvariable X mehr als 2 Werte annehmen kann, gibt es aufser den Eintrittswahrschein-
lichkeiten der einzelnen Werte weitere interessante Grofen:

’ Name \ Definition
Verteilungsfunktion Fx(z) =P[X < a]
Dichtefunktion fx(x)= d%ﬁ

Erwartungswert E[X] =", pi x; bzw.
E[X]= 7 fx(x) z-dx
k-tes Moment my = E [Xk]
k-tes zentriertes Moment E|(X —E[X])*
Varianz (2. zentr. M.) Var [X] = E |(X —E[X])?
Standardabweichung sd [X] = y/Var [X]
wahrscheinlicher Bereich [Zmins Tmax)

Wahrscheinlicher Bereich, E [X] und sd [X]

Bereich [Zmin, Tmax), die der Wert der Zufallsvariable X mit einer Wahrscheinlichkeit 1 — (a1 + a2)

annimmt:
a1 = F(zmin) f(m) T ) Qo = 1-— F(wmax)
= [T f(a) - da &1 €2 = [ flz)-dx

| -Ijn‘lin ' E[X} ' m‘rr‘lax | 7

a1 = F (Tmin) Irrtumswahrscheinlichkeit, dass Werte unterhalb des geschitzten
Bereichs liegen.

ag =1—F (Tmax) Irrtumswahrscheinlichkeit, dass Werte oberhalb des geschétzten
Bereichs liegen.

€1/2 Intervallradius, Abstand der unteren / oberen Bereichsgrenze vom

Erwartungswert,.
Bei a1 = 0 gibt es nur eine Ober- und bei ay = 0 nur eine Untergrenze.
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Diskrete Verteilung

Zufallsvariable X kann nur eine (iiber-!) abziihlbare Menge von diskreten Werten z; annehmen, z.B.:

z; 2 3 4 5 6 7
P)=P[X=z]=pi | 6% | 10% | 18% | 24% | 28% | 14%
PX <uaz;] | 6% | 16% | 34% | 58% | 86% | 100%

100% 7 j

80% 7 Fx(.I) —

] P(z)

_ el
20%: Ei I I

2 3 4 5 6 7

Erwartungswert und Varianz

x; 2 3 4 5 6 7
P)=P[X=x]=p; | 6% | 10% | 18% | 24% | 28% | 14%
PIX <z] | 6% | 16% | 34% | 58% | 86% | 100%

Erwartungswert (mit den Auftrittswahrscheinlichkeiten gewichteter Mittelwert):
E[X}:Zpi-:m (1)
i=1
(m — Anzahl der moglichen Werte). Fiir das Beispiel:
6%-2+10%-3+18%-4+24%-54+28% -6+ 14%-7=5

Varianz (2. zentriertes Moment):
Var[X] = E (X ~E[X])*] = > pi - (@ — E[X])’
i=1

Fiir das Beispiel:
6%-(2—5)>4+10%-(3—5)°+...+14% - (7T —5)> = 1,96

Standardabweichung

Standardabweichung (Quadratwurzel aus der Varianz), Mak fiir die Abweichung vom Erwartungswert bzw. die
Breite des wahrscheinlichen Bereichs von X:

sd [X]=+/Var [X]

Fiir das Beispiel: sd[X] = \/@ —14
60% 1l o ——— s Bereich, in dem
40% B Tmin Tmax X mit 80% Wahr-
] : Lo scheinlichkeit liegt
20% A

E[X] 4 sd(X)

2 3 4E[X]6 7

Irrtumswahrscheinlichkeiten fir X auferhalb [Zmin, Zmax]:
ar =P[X <zmn]= Y P[X =z
2 <Tmin

a =P[X > zmax] = Y P[X =

Tij>Tmax

Lfalls die Mennge nich endlich ist.
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Verschiebungssatz

Die Varianz ist gleichfalls die Differenz aus dem Erwartungswert der Quadrate und dem Quadrat des
Erwartungswertes?:

Var [X] = E [X°] - E[X]’ (2)
Herleitung:
S b (e~ BXD? =Y pi (222 2 E[X]+E[X]?)
=1 =1
=Y pi-al—2-E[X]- > pi-mi+E[X] ) p;
=1 =1 =1
E[X2] E[X] 1

Fiir das Beispiel zuvor:
Var [X] = 6% - 2% +10% - 3% + 18% - 4% 4+ 24% - 5% 4+ 28% - 6 + 14% - 7> — 5% = 1,96

Stetige Verteilungen

Zufallsvariable X ist stetig und hat im Intervall @ < X < b unendlich viele Ausprigungen. Beschreibung
durch die Dichte:

- dFX (SL’)
T dx

Fx(l‘):/x f(u)-du firXeR

Ix (z)

1
0,84
0,6

0,4+ fx(2)
0,2

Fx(J?)

1
081 Fx(z)
064 { wahrscheinlicher
0,41 . fx(x) Bereich
0,210y /‘\4 ay| E[X] £ sd[X]
T T T I T T

Erwartungswert:
o0
E[X]:/ fx (@) z-dx
—oo
Varianz:

Var [X] = /jo fx (@) - (2 —E[X])? - da

:/_O;fx(:c)-x2-dx—E[X]2

2Bei begrenzter Rechengenauigkeit u.U. numerisch problematisch wegen »kleiner Differenz grofer Zahlen«.
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1
081 Fx(@)
0,64 { wahrscheinlicher
0,4 . fx(x) Bereich
0,24q, - Qs E[X] £ sd[X]

Wabhrscheinlichkeit, dass X in einem Bereich [Zmin, Zmax] liegt:

P [xmin S T S xmax} = FX (xmax) - FX (mmin)

— [T s a

Tmin

Bereichsgrenzen:

Lmin — F_l (041)

Tmax = F 1 (1—an)

Erwartungswert und Varianz einer Datenstichprobe
Fiir eine Datenstichprobe einer Zufallsvariable X

w = (W1, W2, ..., Wsw)

ist der im weiteren verwendete Schitzer fiir den Erwartungswert der Mittelwert:

Der Schitzer fiir die Varianz ist die mittlere quadratische Abweichung vom geschitzten Mittelwert:

Var [X] = ﬁ : % (wi —IE[X})Q (4)

i=1
Der Quotien ist um eins kleiner als die Stichprobengrofe #w, d.h die Abschitzung der Varianz erfordert
mindestens Stichprobengrofie #w = 2.
1.2 Lineare Transformation

Lineare Transformation

Lineare Transformationen sind die Multiplikation und Addition einer Zufallsvariable mit reellen Zahlen.
Der Erwartungswert vergrofert und verschiebt sich um dieselben Werte:

Ela-X+b=a-E[X]+0b
Bei der Varianz entfillt die Verschiebung und der Skalierungsfaktor geht im Quadrat ein®:

Var[a- X + b] = a* - Var [X] (5)
Die Varianz ist insbesondere verschiebungsinvariant und bleibt bei einer Spiegelung der Verteilung gleich:

Var [-X] = (—1)* - Var [X] = Var [X]

3Beweis durch » Nachrechnen« siche HA bzw. Grosse Ubung.
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Kontrolle am Beispiel

Realisierungen = von X 1 2 3
Realisierungen y von Y =5 —-2X | 3 1 -1
P[Y = y] = P[X = z] 0,305 |0,2
E[X] = 03+1406=19
Var[X] = 0,34+2+1,8—-1,9°=0,49
E[Y] = 09+05—-02=12
Var[Y] = 2,74+05+02—1,.2%=1,96
E[Y] = 5-2-E[X]
Var[Y] = (-2)%- Var[X]

Summe von Zufallsvariablen

Die Verteilung der Summe von Zufallsvariablen ordnet jedem der mdoglichen Werte der Summe die Wahr-
scheinlichkeit zu, dass die Summe diesen Wert hat (Faltung):

x 1]3]4 y | 21374
fX(:C) 071 074 055 fY(y) 053 076 Oal

fx+v = fx * fy:

PIX+Y =3 = P[X=1-P[Y=2]
PX+Y =4 = P[X=1]-P[Y =3]
PIX+Y =5 = P[X=1-PY=4+P[X =3 -PY =2
PIX+Y =6 = P[X=3]-PY=3+P[X=4]-P[Y =2
PIX+Y =7 = P[X=3]-PY=4+P[X=4]-P[Y =3
PIX+Y =8 = P[X=4-P[Y =4

Fiir die Summe von Zufallsvariablen ist der Erwartungswert gleich der Summe der Erwartungswerte:
EX+Y]=E[X]+E[Y]
Die Varianz ist die Summe der Varianzen plus doppelte Kovarianz:
Var [X +Y] = Var [X] + Var[Y] + 2 Cov [X, Y] (6)

mit der Kovarianz?:

Cov [X, Y] =E[(X —E[X])- (Y - E[Y])] (7)
Fiir unabhingige Zufallsvariablen ist die Kovarianz null und die Varianz die Summe der Varianzen der
Summanden:

Var [X 4 Y] = Var [X] 4 Var [Y]

Gemessener Wert und Messfehler
In der Messtechnik gilt fiir jeden gemessenen Wert:
X=X+ Xy

(X — Messwert; Xrp — Messfehler). Alle drei Grofen haben einen Erwartungswert und eine Varianz. Mit
dem Messwert und dem Messfehler als unabhingige Zufallsvariablen, gilt fiir diese:

E[Xy] = E[X]+E[XF]
Var [Xy] = Var[X]+ Var [Xp]
e E[XF] — Erwartungswert, sytematischer Messfehler

e sd [Xg| = y/Var [Xg] — Standardabweichung, zufilliger Messfehler.

4Die Kontrollen durch » Nachrechnen« sind Ubungsaufgaben.
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Beispielaufgabe

Der gemessene Wert einer Widerstands-Charge ist im Mittel E[Ry] = 10109 und hat eine Standard-
abweichung von sd [Ry] = 11,18 Q2. Die Messung habe einen systematischen Fehler von E [Rp] = 122 und
eine Standardabweichung von sd [Rr] = 5. Welchen Erwartungswert und welche Standardabweichung

hat der (tatsichliche) Messwert?

E[R] = E[Ru|—-E[Rr]=1010Q—120 =998 Q
Var[R] = Var[Rum]— Var[Rr] = (11,18 Q)> — (5Q)> =100 Q*
sd[R] = 10Q

Der (tatsdchliche) Messwert hat eine kleinere Standardabweichung als der gemessene Wert.

1.3 Verteilung von Zihlwerten

Verteilung von Zihlwerten

Ein zufalliger Zahlwert X, z.B. die Anzahl der korrekt ausgefiihrten oder fehlerhaft ausgefiihrten Service-

Leistungen lésst sich als Summe
#X
X=) X
=1

»potentieller Zahlwerte« X; mit der Bernoulli-Verteilung:

Di k=1
beschreiben.
’ Zahlwert X | potentielle Zéhlwerte X; € {0,1} |
Fehlfunktionen Service-Anforderungen
Fehler potentielle Fehler
nachweisbare Fehler vorhandene Fehler

Erwartungswert und Varianz

Der Erwartungswert der Einzelereignisse ist P[X,; = k] 1—p;

Di

E[Xi]=(1=pi)-0+pi-1=p;
Varianz nach Verschiebungssatz:
Var [Xi] = (1= pi) - 0% +pi - 17 = pf = pi - (1 = pi)

Der Erwartungswert der Summe ist die Summe der Erwartungswerte:

#X
E[X] = Zpi

(8)

Fiir die Varianz wird oft unterstellt, das die zu zéhlenden Ereignisse, wie das Auftreten unterschiedlicher
Fehlfunktion, nicht voneinander abhingen (Varianz der Summe gleich der Summe der Varianzen der

Summanden, Kovarianz null):

#X
Var [X] = sz‘ (1 —pi)

(9)
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Berechnung der Verteilung

Fiir die Verteilung gilt, dass bei Hinzunahme eines weiteren Experiments ¢ sich mit Wahrscheinlichkeit
p; der Zahlwert um eins erh6ht und mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p; gleich bleibt:

]P’i[X:k]:pi']P)i71[X:k:i];]“r(lipi)'[[nifl[X:k:]

B h d Vi a0 . Di k=0|k=1|k=2|k=3|k=4
erechnung der Vertellung: P[X, = k] 30% 1770% [ 30%
P[X; + X5 = k]| 50% || 35% | 50% | 15%
Pi[X=0=1-pm Pl...+ X3 =Fk|| 40% || 21% | 44% | 29% | 6%
Pl...+ X, = k]| 10% ||18,9%|41,7%(30,5%| 8,3% | 0,6%

Pr[X=1]=p

Wiederhole fiir ¢ =2 bis N

]P)i[XZO]:]P)ifl[X:O]'(lfpi) Pi[XZi]ZPifl[XZifl]-pi

Wiederhole fir k=1 bis 7 —1
Pi[X =4k =Pi1[X=k" (1-pi)
+P [ X =k—1]-ps

P; [X1 + ...+ X; = k] — Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der ersten ¢ Z&hlwert k ist.

Erwartungswert und Varianz fiir das Beispiel

[ps [ 30% | 50% [ 40% [10% | |
k 0 1 2 3 4
P[X = k] [18,9%41,7%|30,5%| 8,3% | 0,6%

Erwartungswert der Summe aller N = 4 Summanden:

E[X]=18,9% 0+41,7%-1+30,5% -2 +8,3% -3+ 0,6% -4 =13

Als Summe aller p; nach GI. 8 ist die Berechung kiirzer:1

E [X] = 30% + 50% + 40% + 10% = 1,3

Die Varianz betriagt nach dem Verschiebungssatz Gl. 2:

18,9% - 0% + 41,7% - 1% + 30,5% - 22 + 8,3% - 3% + 0,6% - 4> — 1,32 = 0,79

Die vereinfachte Berechnung nach Gl. 9:

Var [X] =0,3-0,7+0,5-0,5+0,4-0,6+0,1-0,9=0,79

Beispiel einer Zidhlverteilung

Das nachfolgende Sédulendiagramm zeigt eine mit Matlab schrittweise berechnete Z&hlverteilung. Die
Eintrittswahrscheinlichkeiten der Zdhlereignisse siche Kasten im Bild. Erwartungswert 1lund Varianz fiir

alle 30 Summanden betragen E [X]=7,05, Var [X] = 2,19:

p; fiir i=1 bis 30

0,4074 0,4529 0,0635
0,4567 0,3162 0,0488

80%-,. .| 0,1392 0,2734 0,4788
10,4824 0,0788 0,4853

= 60% 10,4786 0,2427 0,4001
It 10,0709 0,2109 0,4579
= 40% -] 0,3961 0,4797 0,3279
10,0179 0,4246 0,4670

20% -1 0,3394 0,3789 0,3716
10,1961 0.3277 0,0856
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2 Naherungen fiir ZV

2.1 Binomialverteilung

® € ® O O O
. . . 4\ _ 43 eoo0eeo0
Binomialverteilung 9) T 3T cecece

Fiir den Sonderfall, dass gleichwahrscheinliche Ereignisse gezéhlt werden (alle p; = p), ist die Summe der
gezdhlten Ereignisse binomialverteilt

X ~ Bin(n,p)
(n — Anzahl der potentiellen Zahlwerte; p — Wahrscheinlichkeit fiir Zahlwert eins). Binomialverteilung:
P[X =k = <Z> Pt (=p)t (10)
Erwartungswert einer Binomialverteilung:1
E[X]=n-p

Varianz und Standardabweichung einer Binomialverteilung:1

Var [X] n-p-(1—p) (11)
sd[X] = n-p-(1-p) (12)

Binomialverteilung vs. allgemeine Z1lihlverteilung

Binomialverteilung

Zahlverteilung p; fur i=1 bis 30
0,4074 0,4529 0,0635

0,4567 0,3162 0,0488

K#X = n)

80%-,.1 7
; - 0,1302 0,2734 0,478
60%- . [0,48240,0788 04853
3 10,4786 0,2427 0,4001
20%.- | 0.07000,2100 04579
; 10,3961 0,4797 0,3279
20%1. 10,0179 0,4246 0,4670
| 10,3394 0,3789 0,3716
0l 10,1961 0,327 0,0856
0 ; : T :

1

Eine Binomialverteilung mit p = ##X . Zf:l( p; und n = #X néhert eine Zahlverteilung gut an und
berechnet sich aus nur den zwei Parametern n und p.

Bereichsschitzung fiir binomialverteilte #F

Die mittlere Nachweiswahrscheinlichkeit von 10 Fehlern sei 30%. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit,
dass mindestens zwei von 10 Fehlern nachgewiesen werden?

PIX>2 = 1-) (1:) 0,3 . (1-0,3)107"

k=0
= 1-(0,7'%+10-0,3-0,7%)
85%

Q
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Varianzobergrenze

Satz

Bei gleicher Anzahl von unabhingigen Zahlwerten n = #X und p = #7 Z# 1 D; ist die Varianz der
Binomialverteilung eine obere Schranke der Varianz einer Zahlverteilung:

n-p-(1—p)>Var[X] = sz Di) (13)

Fiir die beiden Verteilungen der Folie zuvor gilt fiir N = 30:

o | — Binomialverteilung
L% — Zahlverteilung
k
0% E[X] = 9,36
Var[X] = 2,39
5% n-p-(1—p) =254
0 ‘ “ [T
15 5

Beweis

Ersatz der individuellen Auftrittswahrscheinlichkeiten der zu zihlenden Ereignisse durch die mittlere
Wabhrscheinlichkeit und eine Differenz, die im Mittel null ist:

i=1

Varianz der Zihlverteilung:

Var[X] = Y (p+6)-(1—p—&)
=1
= Z(p_pQ_p'(si‘f'(si_p'(si_(siz)
i=1
Slb-p)+> (Gi—2-p-6)-) 5
=1

i=1 1=1

n-p-(1—p) (1-2p)-3°7_; 8;=0
Var[X] < n-p-(1—p) <Varianz Binomialverteilung /

Fakt 1. Aus der mittleren Eintrittswahrscheinlichkeit
1
p = — p
X P

iber eine Binomialverteilung berechnete wahrscheinliche Bereich fiir (unabhdngige) Zihlergebnisse (Feh-
ler, Fehlfunktionen, ...) sind einfacher zu berechnen und bei gleichen Irrtumswahrscheinlichkeiten Ober-
grenzen bzw. bei gleicher Bereichsgrifie sind die Irrtumswahrscheinlichkeiten Obergrenzen.

2.2 Poisson-Verteilung

Poisson-Verteilung

Beim Ziahlen vieler seltener Ereignisse, z.B. der Fehlfunktionen bei Millionen von Service-Anforderungen,
von denen nur wenige eintreten, streben die Eintrittswahrscheinlichkeit der Einzelereignisse und die Ab-
weichung der Varianz vom Erwartungswert gegen null:

Var[X;] ~E[X;]=pi- (1—p)—pi=p; — 0
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Die Varianz der zu zéhlenden Ereignisse und die der Summe streben gegen den Erwartungswert

Var[X;] = E[X|]

#X #X
Var [X] = ZVar [X:] E[X] = ZE [(Xi] = A

Die Verteilung der Summe strebt gegen die Poisson-Verteilung:

X ~ Pois ())

Die Poisson-Verteilung

hat nur den Parameter

der die Summe der Eintrittswahrscheinlichkeiten, dass ein »potentieller Zdhlwert« eins, d.h. ein »echter
Zahlwert« und gleichzeitig Erwartungswert und Varianz ist (n = #X — Anzahl der potentiellen Zahlwerte;
p; — Wahrscheinlickeit » Zahlwert eins«, p — mittlere Wahrscheinlickeit » Zahlwert eins«).

Eine Poisson-Verteilung mit A = n - p ndhert fiir p < 1 eine Zahlverteilung gut, an berechnet sich aus
nur einem (zu schétzenden) Parameter. Geschiitzter Bereich bei gleichen Irrtumswahrscheinlichkeiten
garantiert grofer als bei tatsédchlicher Verteilung und Binomialverteilungsapproximation.

Anzahl der Zihlversuche und Verteilung

k

]P)[X — k] —e P (pk?)

0,6 0,3
’ p=10% ’ p=10%
P[X_kﬂ 0,4 n==06 0,2 n =30
0,2 T 0,1 T T T
0 (P Qo O (P Qo g o))
0 5 T 10 0 5 7’ 10
P[X:k]T ' 'pzlv()% ' };:10%
01 n = 60 01 n = 150
0 @?T TT??an ccocd () ?TTTWTT eeaah
0 5 10 T 20 0 10 20 T 30
P(k)Tc p=10% | 93 p=10% p=10%
0,4 n==6 0,2 n =30 0,1 n = 150
al 1] Ll
0 ? Qoo 0 ? (ORI 0 mﬁﬂﬁ’?T
0 5 ? 10 0 5 ? 10 0 10 20 k 30

Grobabschétzung der wahrscheinlichen Bereiche:
e Fir A =E[X] = Var [X]p-n < 3 keine untere Schranke x,;, > 0. Ober Schranke:

Kmax >3...5- A
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e Fiir E[X] =~ 3...10 zusétzlich unter Schranke:

A

kmax<7
3...5

e Fiir E[X] > 10 Abschitzung iber Normalverteilung (siehe spiter):

[kmin, Kmax] %E[X]'(1¥2---4-\/X)

2.3 Bereichschitzung, Poisson

Schitzen von k., A=15
0,1
’ l k'mm l k/'max l
Vorgabe kmin und «;. Numerische Suche A (kmin, @1), so dass i i
(675] SP?T Q9
Ernin—1 —X A\F 0 Cesease .
g le™ 3 < 0 10 20 =~ 30
[ oo [hmn=1] 2 [ 3 | 4 [ 5 | 6 |

0,5% | 5,298 | 7,430 | 9,273 | 10,978 | 12,593 | 14,150
1% | 4,606 | 6638 8,406 | 10,045 | 11,605 | 13,109
2% 39012 | 5,834 | 7,516 | 9,084 | 10,580 | 12,027
10% | 2,303 | 3,800 | 5,323 | 6,681 | 7,993 | 9,275
20% | 1,609 | 2,995 | 4,279 | 5,514 | 6,721 | 7,906

Beispielabschétzungen:

e A=T7und o1 < 1% = kpin = 2

o kyin=1und oy =2% = X\ > 3,912

Schitzen von k. N—15
071 l knjin TT l k:niax l
Vorgabe kmax und az. Numerische Suche A (kmax, &2), so dass 0 M?T TT a2
0 10 20 > 30

Emax .—X  AF k
2alpie i ar 21—

| a2 [hmax=0] 1 | 2 | 3 | 4 [ 5 [ 6 ]
0,5% | 0,005 0,103 | 0,338 | 0,672 | 1,078 | 1,537 | 2,037
1% 0,01 | 0,148 | 0,436 | 0,823 | 1,279 | 1,785 | 2,330
2% 0,02 | 0,215 | 0,567 | 1,016 | 1,520 | 2,089 | 2,684
10% | 0,105 | 0,532 | 1,102 | 1,744 | 2,432 | 3,152 | 3,894
20% | 0,223 | 0,824 | 1,534 | 2,296 | 3,089 | 3,003 | 4,733

Beispielabschatzungen:

e A=2und ag < 1% = kpmax = 6

® kmax =3 und ay = 2% = X < 1,016
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Schitzen von [Ayin, Amax] aus Tigt

Pk T Amin = 3 Amax = 15
| 0)2 ™ 0,1 il
’ k:ist:’? ’ kist:7
w111 il
0 [93 =82 Ogm};ﬁdpﬁ e
0 5 7’ 10 O 10 20 T 30

Aus den Tabellen der beiden Folien zuvor ist ablesbar:

’ a1 = Qg ‘ kg =1 ‘ kst = 2 ‘ ke =3 ‘
0,5% | [0,10, 5,30] | [0,34, 7,43] | [0,67, 9,27]
1% | 0,15, 4,60] | [0,44, 6,64] | [0,82, 8,41
2% | [0,22, 3,91 | [0,57, 5,83 | [L.02, 7,52
10% | [0,53, 2,30] | [L,10, 3,89] | [L,74, 5,32]
20% | [0,82, 1,61] | [1,53, 2,09] | [2,30, 4,28]

lon=0as | ki = | kiss=5 | kiw=6 |
05% | [L,08, 1L,0] | [1,54, 12,6] | [2,04, 14.2]
1% | [L,28, 10,0] | [L,79, 1L,6] | [2.33, 13.1]
2% | [L,53, 9,08] | [2,09, 10,6] | [2,68, 12,0]
10% | [2.43, 6,68] | 3,15, 7.99] | [3,89, 9,28]
20% | (3,09, 5,51 | 3,90, 6,73| | 4,73, 7.91]

Fiir kige = 0 i8t Amin = 0. Fiir Aax gilt:

)\k
E e*/\max . max e*>\max =

0
k!
k=0

Amax =—In (Oél)

[ar [05% [ 1% [ 2% [10% | 20% |
[ Nmax | 5,30 [ 4,61 [ 3,91 | 2,30 [ 1,61% |

Beispiele:

e Kein Schadensfall in 10 Jahren. Zu erwartende Anzahl von Schadensfillen in den nichsten 10 Jahren
(a1 = 1%): 0 bis 4,61

e 5 FF pro Tag. Zu erwartende Anzahl der FF fiir die kommenden 10 Tage (1 = 1%): 17,7 bis 116

Abschitzungen einer FF-Rate

Mit n = 10° Service-Anforderungen wurden drei Fehlfunktionen beobachtet. Auf welche Unter- und
Obergrenze fiir die FF-Rate lasst sich mit Irrtumswahrscheinlichkeit a; = ay = 1% schliefen?

[on=02=1% | kiw=1 | kw=2 | k=8 |
[ Dimin, Amax] | [0,15, 4,60] [ [0,44, 6,64] [ [0,82, 8.41] |

Abschitzbarer Bereich der FF-Rate:

Conin = Amin _ 0,82 -107° FF/s,
n
>\max -5
Cmax - = 8741 - 10 FF/SL
n

Kleine Zahlwerte erlauben nur grobe Abschétzungen. Genauere Abschitzungen verlangen grofere Z&hl-
werte.
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Schitzen der Maskierungswahrscheinlichkeit

Eine Uberwachungseinheit hat von n = 10.000 FF 5 FF nicht erkannt. In welchem Bereich liegt mit einer
Irrtumswahrscheinlichkeit von o = 1% die Maskierungswahrscheinlichkeit?

T=05%] kiss=4 | k=5 | kit=6 |
[ Dowins Amax] [ 1,08, 11,0] [T[154, 12,6] | [2,04, 14,2] |

Abschatzbarer Bereich der Maskierungswahrscheinlichkeit:

=154-10""

PF.min —

)\min
n
PF.max = Amﬁax = 12,6 . 10_4

n

Schitzen eines Zuverlissigkeitsbereichs

Beim Test eines Systems mit 10% Service-Leistungen wurden 6 Fehlfunktionen beobachtet. Auf welchen
Bereich der Zuverlassigkeit kann nach diesem Versuchsergebnis mit den Irrtumswahrscheinlichkeiten a; =
ag = 10% geschlussfolgert werden?

=10% ‘ kisy = 4 ‘ kist =5 ‘ kist = 6 ‘
’ [>\min7 Amax] ‘ [27437 6768] ‘ [37157 7799] ‘ [3’89’ 9’28] ‘

’OZlZCEQ:

polQ

e Abschitzbarer Bereich der FF-Rate:
Cmin = 3,89 - 107 FF/s1,
Cmax = 9,28 - 1072 FF/s,

e Abschétzbarer Bereich der Zuverlassigkeit:

1

Zmin = = 108 SL/rF
Cmax
1
Zmax = f - = 257 SL/FF

2.4 Normalverteilung

Normalverteilung

Die Summe sehr vieler unabhéngiger Zufallsvariablen strebt unter sehr allgemeinen Bedingungen
e kein Summand hat dominanten Einfluss, ...

gegen eine Normalverteilung;:

z—p) )
202 mito =sd[X], p=E[X]

Beispiel: Poisson- und Normalverteilung mit y = 02 = A = 10:

Normalverteilung mit p = o2 = 10

o
_ (z—10)2
e fr (0) = gy -
6% ‘ Poissonverteilung mit A = 10
4% i ‘A‘T—P[X:k]:e—lo.%“
N !
2% - [t

0 5 10 15 20 koo
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Fiir unabhéngige Z&hlwerte geniigt die Anndherung der Z&hl- durch eine Normalverteilung in der Regel
bereits unter der Bedingung
10< < #X —10

(#X — Anzahl der Zihlversuche; p; — Eintrittswahrscheinlichkeiten; y = 02 = ng p; — Erwartungswert
und Varianz der Zahlwerte).

Die Annaherung durch eine Normalverteilung eignet sich gut fiir Abschétzung wahrscheinlicher Bereiche

grofser Zdhlwerte.

2.5 Bereichschatzung NVT

Bereichsschitzung mit Normalverteilung

pw—20 m p+20 T

e Transformation einer Zufallsvariablen X mit Erwartungswert p und Standardabweichung o in Zu-
fallsvariablen Z mit Erwartungswert null und Standardabweichung eins:

X—p
ag

7 =

e Transformation der Werte z von X in z von Z, so dass Fx (z) = ® (2):
x—p
g

e Abschitzen der Irrtumswahrscheinlichkeiten mit einer Tabelle der standardisierten Normalvertei-
lungsfunktion.

Bestimmen der Irrtumswahrscheinlichkeiten

Standardisierte Normalverteilungsfkt. fiir z > 0 in Schritten von 0,1:
2@)= [ @) -ds
2 0 ol 2 .3 4 5 b T 8 .9

10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
.10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

w N = O

Wegen Symmetrie fiir z < 0: & (—z)=1—(z)

Irrtumswahrscheinlichkeiten: @1 = ® (zmin) = 1 — ® (—2min)
as =1— P (zmax)

Bestimmen des wahrscheinlichen Bereichs:
e Bestimme 2, = —® 71 (1 — ay) und zpmayx = @71 (1 — ag)

e Transformation: i = it + 0 * Zmin, Tmax = 1+ 0 * Zmax
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Bestimmen wahrscheinlicher Bereiche

2| 0 1 .2 .3 4 5 B T 8 .9
..]0,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,3159)
.10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
.10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

W M=o

Inverse standardisierte Normalverteilung zur Bereichsschitzung:

271%1013% [ 0 [ 2% | 1% [ 05% | 02% | 0,1%
> T(1-a)| 2 3 | 4205233 257 | 2,88 | 3,10

Ablesen aus der Tabelle: 2y = @71 () = —@71 (1 — )
Zmax — @_1 (1 — 052)
Transformation: Tmin = U+ T * Zmin
Tmax = B+ 0 * Zmax

Beispielaufgaben

2| 0l 2 3 A 5 b T 8 9
0,... 10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
1,...10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
2,..10,9772 0,0821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
3,...10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000]

e 227%10,13% | 0 | 2% 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%

3 T(1—a) | 2 3 | 4205233 257 | 2,88 | 3,10

Zufallsvariable X, u =20, 0 = 5:
L P[X >30]=P[Z>320220] =1 -3 (2) =0,0227
2. PIX<15]=>P[Z< B0 = (-1)=1- (1) =0,1587
3. 2 1% = Zmax = @1 (1 — 1%) = 2,33 Zmax = 204+ 2,33 -5 = 31,65
4. 01 2% = zmin = 1 (2%) = — 1 (1 — 2%) = —2,05 T = 20 — 2,05 -5 = 9,75

Bereichsschitzung fiir den Erwartungswert

Der Erwartungswert zu einem beobachteten Ereignis ist

e mindestens so grof, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein groferes als das beobachtete Ergebnis
eintritt, kleiner as, und

e maximal so grof¥, dass ein kleineres als das beobachtete Ergebnis eintritt, kleiner «;, ist.

T p—

Hmin Tist Hmax z

Untere und obere Bereichsgrenze des Erwartungswertes:

Mmin - Tist _0'4)71 (1_()‘2)

Mmax - xist+a'<b71 (1—0&1)

Beispiel: zjy = 100, 0 = 10, a1 = ay = 1%, 1 (1 — 1%) = 2,33
[/u'mina Nmax] = 100 + 10 - 2,33
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Bereichsschitzung unabhéingiger Zihlwerte
Fiir normalverteilte unabhéngiger Zahlwerte mit Erwartungswert p betrigt die Varianz max.:

2 H
o< ull——=) <
= H ( #X) \M,./

Var(Pois)
Var(Bin)=n-p-(1—p)
o Abschétzung der Unter- und Obergrenze des wahrscheinlichen Bereichs:

kminzy70-®71(17a1)
kmax = pp+0 -0 (1 — o)

e Abschétzung der oberen und unteren Schranke fiir den Erwartungswert zu einem Istwert:

Tist
O'2 N Tigt * (1 — #7}) < ZTist

HMmin ~ Tist — O * <I)71 (1 - 042)
Tigt + 0@ (1—ay)

Q

Mmax

Bereichsschitzung FF-Rate und Zuverlissigkeit

Bei der Abarbeitung von #SL = 20.000 SL wurden zj5; = 100 FF beobachtet. In welchem Bereich liegt
in 99% der Fille die FF-Rate und die Zuverléssigkeit in einem kiinftigen Beobachtungszeitraum (o =
as = 0,5%, keine Abhéngigkeiten)?

a 2.27% [ 0,13% | 0 | 2% | 1% [0,6% | 0,2% | 0,1%
> (1—a) | 2 3 | 4]205 233 | 257 | 28 | 310

fimin &~ 100 — V100 - &1 (1 — 0,5%) = 100 — 25,7 = 74,3
fimax 2 100 + /100 - &1 (1 — 0,5%) = 100 + 25,7 = 125,7

Bereich der FF-Rate:

74,3 125.7
min — : =Y, ; max — : =Y, 4
¢ 20.000 037%;  Gma 20.000 ~ 0 %
Bereich der Zuverlissigkeit:
1 1
Zmin =T = 159, Zmax = — =269
Cmax Cmin

2.6 Varianzerhéhung

Varianzerh6hung durch Abhingigkeiten

Abhéngigkeiten erhdhen Varianz und Standardabweichung und die Breiten der wahrscheinlichen Bereiche.

Wenn z.B. zwei Zihlereignisse immer paarweise gleichzeitig eintreten, ist das beschreibbar durch eine
Summe von halb so vielen unabhéngigen Zufallsvariablen mit den méglichen Werten 0 und 2:

#X/2

X = Z X;
i=1

1—pi k=
PX; = k| = { b
Di k=2
Erwartungswert der Summanden:
E[Xi]=0-(1-pi))+2-p;i=2-p;

Varianz der Summanden (nach Verschiebungssatz):

Var [X;] = (l—pi)-02+pi~22—(2~pi)2
= 2%-pi-(1-pi)
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Der gesamte Erwartungswert ist derselbe wie fiir #.X unabhingige Zahlerereignisse mit paarweise gleichen

Eintrittswahrscheinlichkeiten:
#X/2

=1

Die Varianz der Summe verdoppelt sich gegeniiber der einer Summe unabhéngige Zahlerereignisse:
#X/2 #X/2
Var [X Z 2% . Di - pi) = Z pi - Di)

und Standardabweichung und wahrscheinliche Bereiche vergréfern sich um /2.

Die Varianzerhohung sei definiert als Verhiltnis aus Varianz und Erwartungswert:

e 5

Fiir kleine p; < 1 ist sie im Beispiel x = 2. Analog lédsst sich zeigen, wenn immer n Zihlereignisse
gleichzeitig eintreten:
K=n

Schitzen der Varianzerh6hung

e Experimentelle Bestimmung von #w > 2 Zahlwerten w;.

e Schitzen des Erwartungswerts der Zdhlwertstichprobe:

e Schitzen der Varianz der Zahlwertstichprobe:

Var[X] = o—— Z( —E X]>2

kK=max |1 Var [X]
- L E(X)

Beispielabschitzung der Varianzerh6hung

o Schitzwert der Varianzerhohung:

n = 2.000 Z&hlereignisse. #w = 10 Wiederholungen des Z&hlversuchs. Ergebnisse (Z&hlwerte):

| Versuchi | 1 [2[3[4]5[6]7]8]09]10]
| Ergebnis w; | 44 [ 87 [ 58 [ 62 | 59 [ 57 [ 65 | 57 [ 75 | 67 |

e Frwartungswert der Zahlwertstichprobe nach Gl. 3:

1 10
= > w; =631
10

e Varianz der Zahlwertstichprobe nach Gl. 4:

Var [X] = % > (wi —63,1)° =135

o Geschiitzte Varianzerhéhung®:
135

= 63,1

5Die Abhingigkeiten erhéhen die Varianz so, als ob mehr als 2 Zihlereignisse fast immer gemeinsam eintreten.

x>
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Experiment mit Haftfehlern

Kombinatorische Beispielschaltung (Benchmark ¢3540). 3606 simulierte, unterschiedlich nachweisbare
Haftfehler. Z&hlwert X ist die Anzahl der nicht nachweisbaren Haftfehler. Abschitzung von P[X = k]
aus einer Stichprobe von #w = 1000 Zahlwerten fiir verschiedene Zufallstestsitze der Linge n.

n = 430
6007 P[X = k]T
kT 1001 n = 250
2007
0 T, m—

Varianzerh6hung im Experiment

n | E[X] | var[x]|sd[X] /izvﬁ%)[j](] Ks1 | Ks2
160| 415 | 1875 | 43,3 51 1,7 1,0
234 943 30,7 4,3 1,6 1,1
90 | 209 | 17,3 3.4 16| 1,1
29 | 52 | 72 1,8 * 13
1| 84 | 29 * « | x

kg1 Fehlerstichprobe Gréle 1000
‘ . — kg2 Fehlerstichprobe Grofie 300
10 10° 10* 77 ¢ Var[X] < B[X]

Zwischen den nicht nachweisbaren Fehlern gibt es offenbar Abh#ngigkeiten, die die Varianz so stark
erh6hen, als ob 3...5 Modellfehler identisch Fehler nachweisbar wéren. Identisch nachweisbare Fehler

wurden jedoch nicht mitgezdhlt. Bleiben als Abhingigkeitsursache implizit nachweisbare Fehler sowie
geteilte Steuer- und Beobachtungsbedingungen.

Bei weniger nicht nachweisbaren Fehlern oder einer Fehlerstichprobe statt der kompletten Modellfehler-
menge ist x deutlich kleiner.

Fehlermodellierung und Vorhersagbarkeit

Die Breite des wahrscheinlichen Bereichs der Fehleriiberdeckung;:

BereichFc:“m“_”minN\/”'FC'(l—FC)-#FM R

~

#Fu #Fwm #Fu

[min, Mmax — Schranken zu erwartenden Anzahl nachweisbare Fehler.

e Fiir im Verhéltnis zur Testobjektgrofe kleiner # Fy ist keine VarianzerhShung zu erwarten (k < 1).
Vorhersagbarkeit F'C' wéchst mit der Modellfehleranzahl # Fy.

o Fiir im Verhéltnis zur Testobjektgrofe grofes # Fy ist eine Varianzerhohung x ~ # Fy; zu erwarten.
Keine Verbesserung der Vorhersagbarkeit von F'C' durch mehr Modellfehler.

Thesen:

e Es hat wenig Nutzen, zu viele Modellfehler im Verhéltnis zur Testobjektgrofe zur Abschiatzung von
FC zu verwenden.

e Insbesondere Fehlermodell, bei denen die Anzahl der Modellfehler tiberproportional mit der Test-
objektgrofe zunimmt, wie z.B. beim Pfadverzégerungsmodell, sind nicht zielfiithrend.
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2.7 Bereichsschatzung Zihlwerte

Bereichsschitzung normalverteilter Zihlwerte

a 2.27% [ 0,13% | 0 [ 2% | 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
> (1—a) | 2 3 | 4]205 233 257 | 288 | 310

Wenn Abhéngigkeiten zwischen Zdhlwerten bestehen (konnen), lassen sich diese durch eine (max. mogliche) Va-
rianzerhohng x beriicksichtigen. Der garantierbare wahrscheinliche Bereich verbreitert sich dann um +/k:

kmin X p—VE-0- 0 (1—a)
kmax X pp+ V-0 - @1 (1 —ag)

bzw. fiir o = a1 + ag:

eminy Kimar] % E[X] F Vi 007" (1= %)

mit der oberen Schranke fiir die Varianz ohne Abhéngigkeiten:

2 H
"< u- (1 — 7) < M
#X ~—
D —— Var(Pois)
Var(Bin)=n-p-(1—p)

@ — zu erwartender Zdhlwert.

Beispiel

o 227% [013% | 0 | 2% | 1% | 0,5% | 02% | 0,1%
> T (1-a)| 2 3 | 4205233 257 | 288 | 3,10

Der zu erwartende Zahlwert fiir die Anzahl von Schadensfallen sei 100. Irrtumswahrscheinlichkeit oy +
ag = 1%, Varianzerh6hung x = 2.

In welchem Bereich wird bei kiinftigen Wiederholungen des Versuchs die Anzahl der Schadensfélle liegen?

[kmin7 kmax] ~ U T \/E A (1 — g)

2
=100F10-v2-2,33
kmin S 67
kmin > 133

Bereichsschitzung fiir den Erwartungswert

Der Erwartungswert zu einem beobachteten Ereignis ist

e mindestens so grof, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein groferes als das beobachtete Ergebnis
eintritt, kleiner aso, und

e maximal so grof, dass ein kleineres als das beobachtete Ergebnis eintritt, kleiner oy, ist.

T p—

Hmin Tist Hmax z

Untere und obere Bereichsgrenze des Erwartungswertes:

Hmin = Tist — T - (D_l (1 - a2)
Zist +0- @71 (1 — )

Mmax

Abschétzung fiir die Standardabweichung fiir 0 < zi5y <K #X:

0 R \K R \K - Tist
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Beispiel

Von 1000 Modellfehlern wurden 32 nicht erkannt. Gesuch ist der Bereich fiir die zu erwartende Anzahl
der nicht nachweisbaren Modellfehler mit a; = as = 1% und Varianzerhéhung « = 2.

e 2,27% | 0,13%

0] 2% 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%

o~ (1 —«) 2

4 | 2,05 | 233 | 2,57 | 2,88 | 3,10

[Uminv Nmax]

Mmin

Mmax

Q

Tist F /R Tisg - @71 (1 — a2)
32 TV64-2,33 =327 18,64
13,36
50,64

Die Abschiitzung gilt nur fiir normalverteilte Zahlwerte. Es ist allerdings nicht garantiert, das unterein-

ander abhiingige Zahlwerte normalverteilt sind.

Nicht normalverteilte Zidhlwerte

Dasselbe Experiment mit der kleineren Benchmark-Schaltung c2670:

500 ~

300 ~ N

400 s
N

_

N

<

200 ~

100 e T

300 %

200
n = 10°

200

n =100

300 T

10t 102 103 10%

100 A

Im Bereich von n = 10* bis 10° mehrere Gipfel. Keine niherungsweise Normalverteilung.

Wie ist das moglich?

3 Misch- und multimodale Verteilung

Mischverteilung

Aus einer Grundgesamtheit von # Xges Objekten, von den jeweils #X; Objekte eine Verteilung X; ~ Fx

i

haben wéhlt eine Zufallsvariable Y zufillig ein Objekt aus:

PY =]

#Xi
#Xges

=h;

#1
Fx (z) =P[X < x] :Zhi-in (z)

Fiir diskrete Verteilungen:

P[X =

Fiir stetige Verteilungen:

Ix (z) =

#1
ﬂ:iﬁrm&:ﬂ

444
T = @)
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Zufallsexperimente fiir Mischverteilungen

e Eigenschaft einer Schraube (z.B. Linge) bei zufilliger Auswahl auf einer Kiste mit Schrauben
unterschiedlicher Hersteller.

o Fehleranzahl eines SW-Bausteins bei zufillige Auswahl aus Angeboten unterschiedlicher Program-
mierer mit unterschiedlichen Fehlerentstehungsraten.

o Schadenshohe eines zufilligen Schadens auf einer Menge unterschiedlicher Schadensklassen mit un-
terschiedlicher Kostenverteilung.

Beispiel

Mischung von 3 normalverteilten Zufallsvariablen X;:

[ [03]02]05]
j; | 20 [ 40 | 60
o | 5|5 |5

_dFx (x) x — 20 x —40 x — 60
fx(@)=—3—=03 so( = )+0,2 w( z )+075 so( z )

p(z)=¢p (u) — Dichte der standardisierten Normalverteilung.

g

Varianzvergrofierung durch » Mischung«

Der Erwartungswert ist der gewichtete Mittelwert:
#1
E[X]=p=> hip
=1
Varianz mit p = p; + 0;:

#1i
Var [X] = Zhi -E [(Xz — Hi — 5%’)2]

#i
=> hi |E[(Xs—p)®] ~E[2- 6 - (Xi — ps) ] +E [67]
i=1 N——

o2 2:6;E[X;—p;]=0 62

#1 #1
Var[X] = hi-of + > _ hi-6;
i=1 i=1
Mittelwert der Einzelvarianzen plus mittlere quadratische Abweichung der Einzelerwartungswerte vom

Gesamterwartungswert.

Fiir das Beispiel o; = 5 und
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i
p=> hi-p;=03-20+02-40 40560 = 42
=1

#1 #1
O'QZZhZUZZ"FZhZ(s?
=1 =1
=2540,3- (20 — 42)* 40,2 - (40 — 42)*> + 0,5 - (60 — 42)* = 285
Vo? =16,9

g1 = 5
-
x(@)] 5
1%
00 20

Unterschiedlich gute Programmierer

Beispiel sei ein Software-Team, in dem ein Anfinger und ein Profi gemeinsam Software-Bausteine aus
N Code-Zeilen entwickeln, der Profi 66% der Bausteine mit ca. einem Fehler je 30 Codezeilen und der
Anfénger 33% der Bausteine mit einem Fehler je 15 Codezeilen:

10

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Modul genau k Fehler enthilt, ist 2/3 mal die Wahrscheinlichkeit, das
es k Fehler enthilt und vom Profi stammt plus 1/3 mal die Wahrscheinlichkeit, dass es vom Anfinger

. k i
stammi: PN, X — k] = % e~ 30 . (%!) " % 15 % (14)

25%

20% — N =50 Programm-

x =1 5 — %:,%88} grofe In

0% N Codezeilen
5%

0 -7 T T T T ! !

_—
k — Anzahl der Fehler

Die Polarisierung nimmt mit der Grofse der Software-Bausteine, die vom Profi und vom Anfénger getrennt
entwickelt werden, zu.
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Beispiel: Identisch nachweisbare Fehler

In einer Modellfehlermenge aus N = 25 Fehlern mit einer Nachweiswahrscheinlichkeit p = 60% seien zehn
Fehler identisch und die iibrigen Fehler unabhéngig voneinander nachweisbar. Gesucht:

1. Beschreibung als Mischverteilung von zueinander verschobenen Binomialverteilungen.
2. Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung.

3. VarianzerhShung s gegeniiber 25 mit p = 0,6 unabhéingig voneinander nachweisbaren Fehlern.

Loésung

1. Verteilung ohne die 10 nur gemeinsam nachweisbaren Fehler:

(NZIO) ‘pk’(lip)N—l(J—k OSkSNflO

0 sonst

]P’[Xo_k]_{

mit den 10 nur gemeinsam nachweisbaren Fehlern:

N-10 k—10 N—k
: (1 — 100<EkE<N
P[Xl = k] = {(()klo) p ( p) S(())ngtk =

Mischverteilung:
PX=k=(0-p) PXo=k+p P[X1 =k

Al ‘L.

0 5 10 15 20_k’

(7] E[X/] | Var [X;] |
0[] (N-1) p=15-06=9 [ (N—1)-p-(1—p) =36
1 E[Xo] +10 =19 Var [Xo] = 3,6

2. Erwartungswert:
E[X]=25-p=25-60% =15
Z(1—p) E[Xo]+p-E[X:]=(1-0,6)-9+0,6-19 =15/
Varianz als Summe der Varianzen der Summanden:
Var[X]=15-p-(1—p)+10°-p- (1 —p) =115-p- (1 —p) = 27,6
=n-p-(1-p)+(1-p)- (E[X] - E[X])’ + p- (E[X1] - E[X])’
3,6 +  0,4-(9—15)2 4+ 0,6-(19-15)2 =27,6/

sd [X] = +/Var [X] = 5,25

3. Varianz fiir 25 mit p = 0,6 unabhingig nachweisbare Fehler:

Var [Xuzs) =25-p-(1—p) =25-0,6-(1—0,6) =6

Varianzerh6hung:
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Dichte nicht nadannchweisbare Fehler ¢2670

25

... in Abhéngigkeit von der Linge n eines Zufallstests (vergl. Seite 21):

500

400

300

200

100

k)T n = 10*
200 300
n=10° A
: 260 —— T
300 *’k
n =108

100 T’

Im Bereich von n = 10* bis 10° multimodale Verteilung. Vermutlich ca. 80 sehr #hnlich nachweisbare
Fehler mit ¢; ~ 107 FF/sL.

Multimodalitéit und Fehlervermeidung

Wenn die Erwartungswerte deutlich auseinander liegen, entsteht eine multimodale (mehrgipflige) Ver-
teilung. Die Multimodalitdt deutet auf Polarisierungen der Beobachtungswerte (Zugehorigkeit zu unter-
schiedlichen Verteilungen). Polarisierungen kénnen wichtige Informationen iiber die Natur der untersuch-
ten Variablen liefern:

o Abhingigkeiten bei der Fehlerentstehung, bei Ausféllen beim Fehlernachweis und beim Versagen
von Service-Leistungen,

e Vorliebe oder Neigung befragter Experten, z.B. bei der Einschitzung von Gefdhrdungen und Risi-

ken,

e Probleme eines Messverfahrens, ...

Wenn die Zufallsvariable ein Giitemaf$ ist, hat man es offenbar mit einer zufélligen Mischung von besser
und schlechter funktionierenden Prozessabliufen zu tun. Dann ist es natiirlich interessant, warum der
Entstehungsprozess mal besser und mal schlechter funktioniert, um das schlechtere Funktionierende zu

eliminieren.

Auch bei normalen Parametern, die in einem Toleranzbereich liegen miissen, deutet Multimodalitét in
der Regel auf Prozessfehler, bei denen es sich lohnt, sie zu suchen und zu beseitigen.
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Bereichsschitzung, wenn Verteilung unbekannt

. P[xmin S X < xmax]
P[X <xmin] :0415 = 17041 — Qg P[X >xmax] = Q2

T T —
Lmin Tmax x

wahrscheinlicher Bereich

Die Bestimmung eines wahrscheinlichen Intervalls [Zmin, Tmax)

e auch moglich, wenn Verteilung unbekannt, multimodal, ...

e Voraussetzung: eine hinreichend kleine Varianz.

Das schwache Gesetz der grofien Zahlen
Nach der tschebytscheffschen Ungleichung:

Var [X]

Pllz —E[X)| > &) < =5

ist die Wahrscheinlichkeit, das der Wert einer Zufallsvariable mehr als ein Intervallradius € von seinem
Erwartungswert abweicht, nicht grofer als das Verhéltnis der Varianz zum Quadrat des Intervallradius
e. Intervallradius fiir & = a7 + ao:

Var [X]  sd[X]

€= « Va
Wahrscheinlicher Bereich des Erwartungswerts bei einer bekannten Realisierung st :
[E [X]min ’ E [X]max] = Tigt + €

Wahrscheinlicher Bereich kiinftiger experimenteller Ergebnisse bei bekanntem Erwartungswert E [X]:

[Tmin, Tmax] = E[X] F e

Zum Vergleich: Intervallradius bei Normalverteilung

Intervallradius fiir Verteilung unbekannt:

e=0c-a %
« 4,55% | 0,26% | 0 | 4% 2% 1% | 0,4% | 0,2%
! (1 — %) 2 3 4 12,05 | 2,33 | 2,67 | 2,88 3,10

T o | | [ | 5 [707] 10| 158 224 |
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Beispielaufgabe ( 5

Gegeben sei eine Stichprobe gemessener Widerstandswerte in k€Q:

R; : 10,3, 10,5, 9,7, 8,9, 10,1, 11,0, 10,2, 9,5
Aus dieser Stichprobe soll
1. ohne weitere Vorkenntnisse iiber die Verteilung und
2. unter der Annahme, dass die Widerstandswerte normalverteilt sind,

auf den mdoglichen Bereich des Erwartungswertes geschlussfolgert werden. Zugelassene Irrtumswahrschein-
lichkeit o = 2%.

Loésung
« 455% | 0,26% | 0 | 4% 2% 1% | 0,4% | 0,2%
o T(1-2)| 2 3 [4]205]233 257 28 | 3,10
% 5 | 7,07 ] 10 | 158 | 224
Erwartungswert und Standardabweichung der Datenstichprobe:
E[R] = é (10,3 +...) kQ = 10,025k

sd [R] = \/% ((10,3 — 10,025)* +...) kQ? = 647Q
Garantierbarere Bereich fiir den Erwartungswert:

1. Ohne Kenntnis der Verteilung:

. sd [R] 647 Q)
D =10,025kQ F —— = [5,3kQ, 14,8 kQ
[R] F NG 0,025k Ny [5,3kQ, 14,8 k()

2. Fiir normalverteilte Widerstandswerte:
E[R] F & (1 - %) -sd[R] = 0,025kQ F 2,33 - 647 Q = [8,5k, 11,5kQ)]

4 Weitere Verteilungen

Verteilungen fiir
e Nachweisldangen,
e Schadenskosten,

e Lebensdauer.

4.1 Pareto-Verteilung

Das Pareto-Prinzip®
Statistisches Ph&nomen, dass ein kleiner Teil der Ursachen fiir den iiberwiegenden Teil der Wirkungen
verantwortlich ist:

Wenige Entstehungsursachen = Mehrheit der Fehler.

Wenige Fehler = Mehrheit der FF.

Wenige FF = Mehrheit der Schadenskosten.
Wenige Zufallstests erkennen die Mehrheit der Fehler.

6Der italienische Okonom Vilfredo Pareto untersuchte 1906 die Verteilung des Grundbesitzes in Italien und fand heraus,
dass ca. 20 % der Bevolkerung ca. 80 % des Bodens besitzen. Das ist in den Sprachgebrauch als Pareto-20%-80%-Regel
eingegangen.
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Pareto-Verteilung

X ~ Par (k, min) ist eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem rechtsseitig unendlichen Inter-
vall [Zmin, 00) und geniigt dem Potenzgesetz:

Lmin k
FX(:E):]P’[ng])zl—( . ) fiir £ > Zpin und k >0

(k — Formfaktor; i, — Skalenparameter). Dichtefunktion fir > yin:

k
_ k..xmin

fx () = o)

Fiir kleine Exponenten gehort sie zu den endlastigen Verteilungen, bei denen ein erheblicher Teil der
Wahrscheinlichkeitsmasse auf grofe x entfallt.

Ein Erwartungswert:

existiert nur fir & > 1:
E [X] = Zmin °*

Eine Varianz existiert nur fir k& > 2:

k

= G e

Wir werden mit Parato-Verteilungen annéhern:

e die Nachweislidnge fiir reale Fehler mit zufilligen Eingaben und

e die Schadenskosten am Beispiel von Haftpflichtschiden fiir KFZ.

Die Verteilung der Nachweisldnge wird wegen 0 < k < 1 weder einen Erwartungswert noch eine Varianz
haben und die Schadenskosten werden wegen 1 < k < 2 keine Varianz habe, was die Versicherung der
Schadensfille schwierig macht.

Pareto-Prinzip /
Der Anteil der Ursachen U mit der grofiten Wirkung:

oo o L.gk. o\ F
v [ geran= [T e ()

Wmin Wmin

hat mindestens die Wirkung: wmin = Tmin - U ~%. Zu erwartende anteilige Wirkung und zu erwartende
Gesamtwirkung:

o f.gk. k ) k—1
E[X|X > wmin] :/ T Pmin Qe = T - (M)

Wmin xk+1 k—1 Wmin
oo .k k
IE[X]:/ xkflm'z'dx:xmi“'m

Zmin

(Voraussetzung k > 1). Anteilige Gesamtwirkung:

— E [X‘X Z wmin] _ Tmin k=1 . %
w=tEER = () v

Wmin

| U=20%" [ k=11[k=12[k=115 | k=1175 [ k=116 |
(w=U"% [ 864% | 765% | 811% | 787% | s801* |

* Pareto-20%-80%-Regel
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Verteilung der Fehlenachweislinge

Die Nachweislange N ist die Anzahl der SL bzw. die Zeit bis zum Nachweis eines Fehlers. Die Vertei-
lungsfunktion als Wahrscheinlickeit » Nachweislinge N nicht gréfer als Testssatzlinge n« ist gleich »zu
erwartende Fehleriiberdeckung fiir Testsatzlange n«:

Fn (n) =P[N<n] =E[FC (n)]

Bei einem Zufallstest verlangt eine Verringerung des Anteils der nicht nachweisbaren Fehler um eine
Dekade in der Regel eine Erhohung der Testsatzlinge um mehr als eine Dekade.

Anndherung durch das Potenzgesetz (siehe auf Foliensatz F1):

—k
1-E[FC(n)] ~ A mitn >nound 0 < k < 1
o

y k | 1 ]05]033]025]
| > fiir 1 - FC(n)=0,1]10 100 [ 10° | 10" |

Ubergang zur Pareto-Verteilung
Zusammfassung der Gleichungen der vorherigen Folie:
Fy (n) = P[N<n] = E[FC (n)]

—k
l—E[FC(n)][FC(n)]%(nﬂo> mitn >nound 0 < k <1

Fx(n)=1- <?Z))k

ny — Bezugstestsatzlédnge fiir F'C' = 0; n — Testsatzlénge incl. ng.

Annéherung durch eine stetige Pareto-Verteilung durch Anndherung von 7/n, durch eine Verhiltnis aus
Testzeit und Bezugszeit t/t:

—k
FN(t):]P)[NSt]Zlf(ti) mitt>tound 0 < k < 1
0

Wegen k < 1 existiert E[N] nicht. Beim Betrieb von IT-System mit pareto-verteilter Nachweislange

und Beseitigung aller erkennbaren Fehler sind auch nach sehr langer Nutzungsdauer weitere Fehler nie
ausschliefibar.

Fiir das Haftfehlerexperiment

n = 430
6007 PX = a]T
GT 400- n = 250
2001
0 —, —
102 100 10 n 0 200 400 7,

Kombinatorische Beispielschaltung (Benchmark ¢3540). 3606 simulierte, unterschiedlich nachweisbare
Haftfehler. Zu erwartende Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler:

@(n) = 3606 - (1 — E[FC (n)])
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Pareto-Néaherung

— a(n)

o Approximation: 558 - (
2007~ >\_---- Approximation: 200 - ({2

100

100

- 10°

a(n) = 3606 - (1 — E[FC (n)])

E[FC (n)] = 1— gégg ~ Fy (1)
3606 ([ n\ "
=22 ()

()

30

Nicht perfekt. Die Approximation mit & = 0,9 ndhert Bereich n < 1000 und die mit & = 0,5 Bereich n >

1000 Testschritte besser an.

Gibt es bessere geeignete Verteilungen? Forschungsbedarf!

4.2 Gammaverteilung

Gamma-Verteilung

G(a, B) ist eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem rechtsseitig unendlichen Intervall [0, o)

z.B. zur Modellierung

e von Bedien- und Reparaturzeiten (Warteschlangentheorie),

e kleiner und mittlerer Schiden (Versicherungsmathematik),

e der FF-Raten von Fehlern in IT-Systemen.

Dichte:
fx (z) =

T(a) ©

/Ba —B-x a—

- T

1

firz >0

a — Formparameter; 8 — Skalenparameter; I' (o) — Gamma-Funktion:

F(a):/ e 7z dz
0

a Jo1]o2]03]04]05/[]067]07]08]009 ]|

|
[ T(a) [ 9,51 [ 459 | 2,99 [ 2,22 [ 1,77 [ 1,49 [ 1,30 [ 1,16 | 1,07 |

Fir 0 < a <1list I'(a) = Ya. Fir a > 1 gilt:

FNa+1l)=a -I'(w)

Eigenschaften der Gamma-Verteilung
Erwartungswert:
E[X]

Varianz:
Var [X]

@
B
«

B

Die Summe gamma-verteilter Zufallsvariablen mit gleichem Skalenparameter X; ~ G (a1, 8) und X5 ~

G (g, f) ist wieder gamma-verteilt:

X1+ X2~ G (a1 +az,f)

Beispiel: siehe spater Verteilung der FF-Rate.
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4.3 Exponentialverteilung

Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung Exp(A) = G (1, \) ist eine Gamma-Verteilung mit Formparameter o« = 1 und
Skalenparameter 5 = A . Dichte:

/8(1
I(a)

=X-e ™ fiirz>0

fx (@) =e o g2t

firx >0mita=1und g =\

A — Anzahl der zu erwartenden Ereignisse pro Zeitintervall. Verteilungsfunktion:

Fx (z) = P[X<z] :/l f(z)-dz=1—e?" fiirz>0
0
Erwartungswert:

Varianz’:

Beispiel: Verteilung Nachweisléinge (; bekannt

Fiir einen Fehler mit FF-Rate (; ist die Verteilungsfunktion der Nachweisdauer N; die Wahrscheinlichkeit,
dass Fehler ¢ mit n Testschritten nachweisbar ist:

Fy (n) = P[N; < n] = p; (n)
Fiir zuféllige Testbeispiele:
pi(n)=1—(1—-¢)" =1-encm
Fir ¢ < 1 und der Tailor-Reihe In (1 — z) = — (ac + % + ? +.. )
Fy (n) = pi(n) = 1 - 6"
Anngherung ¢; - n durch )\; - t = exponentialverteilte Nachweislénge:

P[N; <t]=1—-e ™ = Exp(t)

4.4 Verteilung der FF-Rate

Verteilung der FF-Rate

Bei exponential-verteilter Nachweislénge bei bekanntem (; (zufilliger Fehlernachweis):
P[N;<n]=pi(n)=1—e%"

entsteht die postulierte pareto-verteilte Nachweisldnge fiir reale Fehler:

—k
P[Ngn]:E[FC(n)}zlf(£> mitn >nound 0 < k <1
no
wenn die FF-Rate der Fehler gamma-verteilt ist
h(g) _ ’I’L}g i e—no-C . Ck_l
(k)

mit Formfaktor k£ und Skalenparameter ng.

"Keine Abnahme von sd[X]/E[x] mit E[X], d.h. keine Abnahme des relativen Schiitzfehlers wie bei Zihlwerten. Schlecht
fiir Bereichsabschédtzungen.
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Beweisgedanke
Wenn die Fehler mit einer von der Testsatzlénge abhéngigen Wahrscheinlichkeit gefunden werden, ist die
Fehleriiberdeckung die »nachweisbare Wahrscheinlichkeitsmasse«:

E[F0<n>1:/ h(C)p(C ) dC
(0]
Mlt p (C’ ’I’L) = 1 - eig(nino) mlt n 2 no

und n

—k
E[FC(n)]zlf(—) mitn >nound 0 < k <1
o

muss die Dichte der FF-Rate folgende Gleichung befriedigen:
n\ " _ ~¢-(n=no)
1-(170> :/Oh(§)~(1—e )~d(
n\ " !
<*> B / h(¢)-e <m0l d(
no 0

Erwartete Losung:

h(C) _ ng X ef’no-g . Ck71
I'(k)
Kontrolle durch Einsetzen

n\ ™" ¢-(n=mo) no ¢ ok
n i o —C(n—ng) . _ 0 . —no¢ pk—1
(no) 7/0 h(¢)-e d¢  mit h(C) 0 e ¢

—k 1 k

ny oL no_ | —ng¢ k-1 —¢(n-n0)Y |

(n) ‘) (F(k) © e ) (¢ )-ac

* Erweiterung der Integrationsgrenze von 1 auf oo verlangt n > 1 und ist dann zuldssig, wegen:

1 1

Substitution z =n - (, d{ = %:

e " =0flrn>>1

S

5 Test & Zuverlissigkeit

FF-Rate durch nicht beseitigten Fehler

Flache ~ FF-Rate

T

1075 1074 108 102 L

Zu erwartende Anzahl der nicht beseitigten Fehler zur Produktfreigabe:
—k

E[#F (n)] = E[#F] - (1~ E[FCs]) - (nﬂ)

#F — Fehleranzahl aus den Entstehungs- und Fehlerbeseitigungsprozessen; F'Csy — Fehleriiberdeckung
statische + fehlerorientiert gesuchte Tests; ng — Anz. statische Tests; n — Anz. dynamische Tests incl. ng.

FF-Rate durch die nicht beseitigten Fehler:

e =E[#F (n)]-¢
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p(¢) =1 fiir ¢ > + sonst 0

e

Fliache ~ FF-Rate

105 107 107% 1072 1

— |
¢

Fiir eine gamma-verteilte FF-Rate:

h(n, ¢) = r?k) e fir 0< ¢ <oound0 < k< 1
¢ = % (Erwartungswert Gammaverteilung)
G =E[#F ()
— B (- E[FCs) - 78

Mit der Vereinfachung von Foliensatz F1

p(¢) =1 fur ¢ > % sonst 0
pQ)=1—em¢

Flache ~ FF-Rate

0,001
|_ |_ ._ ,_ A .
107° 107 10% 102 LT
k—1 < 1
h(g)_k.nk.{C 0<¢<tundo<k<1
0 sonst
1 1 k
F_ n -k~’l’Lk' k*l.d :k-nk./n kd -k
¢ A ¢ ¢t -
h(¢,m)
Cr = E[#F (n)] —
T RSN

* Unterschied zur Annahme einer gamma-verteilten FF-Rate.

Beispiel: Fehleranzahl und FF-Rate

Die FF-Rate eines Systems betriigt nach der effektiven Testlinge ng = 10° Tests ¢ (ng) = 10~* FF/SL.
Schitzen Sie fiir gamma-verteilte FF-Raten mit den Formfaktoren k € {0,3,0,4,0,5,0,6,0,7}:

1. die zu erwartende Anzahl der nicht beseitigten Fehler fiir die aktuelle effektive Testlinge von ng =
105,

2. die zu erwartende Anzahl der nicht beseitigten Fehler fiir die zehnfache effektive Testlinge n; = 109,

3. die zu erwartende FF-Rate fiir die zehnfache effektive Testlinge n; = 10°.

k

n

Cr (n) = E[#F (n)] #F (n) -
k

BE#F (0] = B ()] - ()

G¢r (n) = Cr (no) - (n%) R
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Loésung

1. Fiir p (n) = E[#F (n)] - £ sind gegeben n = 10°, (¢ (10°) = 10~* und k € {0,3,...}:

10° 10

E[#F (no)] = Cr (no) - 52 = 10*- —— = —

2. Die zu erwartende Fehleranzahl nimmt mit der Erhdhung der effektiven Testlinge mit Exponent k
ab:

E[#F (10°)] = E[#F (10%)]- (ﬁ)k =10

3. Die zu erwartende FF-Rate nimmt mit der Erhhung der effektiven Testlange mit Exponent — (k 4 1)
ab:

106 —(k+1)
Cr (106) = (p (105) . (ﬁ) — 10~%. 10~ (k+D

k=03 k=0,4 k=0,5 k=0,6 k=0,7
Cr (10°) 10—4 10—4 10~4 10~4 10~4
E [#F (10°)] =12 26,7 20 16 13,3 11,2
E [#F(10°)] = 35¢| 134 7,96 5,06 3,45 2,28
Cr (10%) = 11(?% 5,01 106 3,98-1079(3,16-1076(2,51-106{2,00- 10~6

e Die FF-Rate eines Systems ist eine auch fiir den Anwender gut beobachtbare Grofe.

e Mit einem Schétzwert fiir die bisherige effektive Testlange lasst sich aus der FF-Rate auf die Anzahl
der noch vorhandenen Fehler schliefsen, auch wenn {iber die Verteilung der FF-Rate wenig bekannt
ist.

o Eine Verzehnfachung der effektiven Testlinge, z.B. durch Erhohung der Reifedauer von 6 Monaten

auf 5 Jahre reduziert die Fehlerzahl auf % - % und die FF-Raten auf % ... %.

Zuverlissigkeit und Sicherheit (korrigiert)

E[#F (n)] =E[#F] - (1 — FCsr) - (%)
_ k-E[#F]- (1 - FCsr)

Gr (n) n
E[Z -l .
[Zp (n)] = Cr(n)  k-E[#F]-(1— FCsr)
B[Sk (n)] = (1— ROB) -1,

(r, Zr, Sy — fehlerbezogene FF-Rate, Teilzuverlissigkeit, Sicherheit; #F — Anzahl der Fehler aus den
Entstehungs- und Fehlerbeseitigungsprozessen; F'Csyp — Fehleriiberdeckung statische + fehlerorientiert
gesuchte Tests; ng — eff. Anzahl der gezielt gesuchten Tests; n — effektive Testanzahl incl. ng; & — Form-
faktor der Verteilung der FF-Rate; ROB — Robustheit der FF-Behandlung; 7, — Anteil der die Sicherheit
gefihrdenden FF.
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Effektive Testsatzlinge (Wiederholung von F1)

Effektive Testsatzlinge ng) ist die dquivalente Anzahl der Tests, fiir die alle erkennbaren Fehler beseitigt
werden.

Anstieg ¢

log(E#FF)) 4
P T —-- c-ter Nachweis

T e — .- erster Nachweis
f log(c) | Anstieg Cr
—_— T T
log(n)  Nes nr
=cCc-nr

Wenn die mittlere FF-Rate je Fehler (t in der Testsituation von ¢ im Einsatz um einen Faktor ¢ abweicht
oder Fehler bei einer verursachten FF nur mit Wahrscheinlichkeit pg = ¢ beseitigt werden:

c= %T bzw.c=ps = Mg = c T
nies) — effektive Testsatzlinge; nt — Anzahl der Test.

[Wenn Fehler in Wirklichkeit eine héhere FF-Rate haben als beim Test, dann ist die effektive Testsatzldnge keiner als die Testsatz-
ldnge, fiir die alle erkannten Fehler beseitigt werden]

Abweichende effektive Testsatzlinge

e Beseitigung erkannter Fehler nur mit Wahrscheinlichkeit pges < 1, z.B. Reifeprozess:

Neff] = PBes " VT

e Abweichende mittlere FF-Rate der Modellfehler (yp von der der tatsichlichen Fehler ¢ um einen
Skalierungsfaktor:

emp = 2 Ner) = CMF - T

e Modularer Test: FF-Rate im Betrieb: System aus Modulen

¢ = PAnr * PBeob Niefr] - (Modul > AL

nr Prs Pro

Nfefy] = —————
PAnr * PBeob

C_Modul — FF-Rate Modultest; pan, — relative Nutzungshiufigkeit des Moduls in der Systemumgebung;
PBeob — relative Haufigkeit, dass Verfilschungen am Modulausgang am Systemausgang beobachtbar sind.

Fehleriiberdeckung und Testlingenskalierung

Fehleriiberdeckung fiir pareto-verteilter Nachweisldange:

—k
P[Ngn]:IE[FC(n)}:17<£> mitn >nound 0 < k <1
o

verringert eine Testlangenskalierung ¢ den zu erwartende Anteil der nicht nachweisbaren Fehler um:

cn —k
o Bn-roen _(8)
E[1 - FCc (n)] (L)fk

no

Fehleranteil- und Testldngenskalierung < Fehleriiberdeckung:
E[FC(n)]=1-C-(1—-E[FCc (n)])
=1-c¢c* (1-E[FCc(n)])
E[FC (c-n)] =E[FCc (n)]

y k [075] 05 [ /s | Va |
] C=cFfire=5 \ 0,3 \ 0,48 \ 0,58 \ 0,67 \
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Beispiel: Fehler- und Haftfehleriiberdeckung
Foliensatz F2, Ende Abschnitt 3.2 Fehlerbeseitigung Ersatziteration:

Typischen Literaturangaben: Absenkung des Fehleranteils durch Ersatziterationen von 50%

auf 500 dpm mit FCsa ~ 99% = Csa ~ 0,1 und cgp = Cgy:

| F (0,75 05 Vs | Va |
csA:Cgi fiir Cgp = 0,1 22 100 | 1000 | 10.000

Die These Csa =~ 0,1 wire glaubhaft, wenn:

5% CSA - QTSA; Neff] A CSA * NT mit esa = 20... 105
gezeigt werden kann (siehe spéter Foliensatz F5, Abschnitt 2.4: Fehlermod. Nachweisbez.). Wenn nicht,
wiirde gelten:

e Fehleranteil der Schaltkreise im Einsatz doch >500 dpm oder

e Typische Haftfehleriiberdeckungen doch >>99%.

6 Schaden durch FF

Verteilung von Haftpflichtschiden

Mangels Zahlenmaterial {iber Schiden durch IT-Systeme hier die Haftpflichtschéden {iber 100.000 SF (SF
— Schweizer Franken) einer Schweizer Autoversicherung®:

103.765, 109.168, 112.341, 113.800, 114.791, 115.731, 118.264,

123.464, 127.611, 133.504, 142.821, 152.270, 163.491, 164.968,

168.915, 169.346, 172.668, 191.954, 193.102, 208.522, 209.070,

219.111, 243.910, 280.302, 313.898, 330.461, 418.074, 516.218,
595.310, 742.198, 791.874, 822.787, 1.074.499

33 Schadensfédlle, Gesamtschadenssumme: 9.458.208 SF

Anniherung durch eine Pareto-Verteilung

Schadenshaufigkeit in Abhéngigkeit von der Schadenshohe:

303 ‘ ‘ | ‘ ‘ SRRREERNE
2 i T e e o S M

=
o
T

w

[N}

Schadensfille H(S > s)
o

Ausgleichsgerade H(S > s) ~ 40 - 135 B
2 3 4 5 6 7§
Mindestschaden s in 100.000 SF

—
—_

Verteilung der Schadenshthe S fiir Schiiden S > 105 ist hier eine Pareto-Verteilung mit Formfaktor
k = 1,2 und Skalenparameter zm;, = 10°:

Fs(s):P[sgs]:1_< s )’“_1_(135)1,2

Smin
Erwartungswert: k 1,2
E [S} = Smin * 75 — ’
k—1 12-1

8 Aus Kliippelberg, C. and Villasenor, J. A. (1993) Estimation of distribution tails — A semiparametric approach, BI.
Dtsch. Ges. Versicherungsmath. 21, No.2, 213-235.

- $min = 600.000 SF
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Abschlussbemerkungen

Eine Pareto-Verteilung hat erst fiir k > 2 eine Varianz. Schwierig zu versichern. Vermutlich haben Ver-
sicherungen deshalb eine max. Deckungssumme.

Ich persohnlich gehe davon aus, dass kiinftig Schiden durch IT z.B. in autonomen Fahrzeugen &hnlich
wie heute Haftpflichschdden durch Personen versichert werden miissen.

Der Abschnitt hier in der Vorlesung sollte zeigen, dass die mathematischen Grundlagen dafiir aus der
Versicherungsmathematik bekannt sind.



