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o Zufalliges Ereignis: Ereignis, das weder sicher noch unmaglich ist, sondern mit einer gewissen Wahr-

scheinlichkeit eintritt.

o Zufallsexperiment: Experiment mit mehreren moglichen Ergebnissen und zufélligem Ausgang.

e Zufallsvariable: Verédnderliche, die ihre Werte in Abhéngigkeit vom Ergebnis eines Zufallsexperi-
ments nach einer Wahrscheinlichkeitsverteilung annimmt.

e Verteilung: Eine Verteilung ordnet den moglichen Werten einer Zufallsvariablen (also den Ergeb-
nissen eines Zufallsexperiments) Wahrscheinlichkeiten zu.

Im weiteren interessierende Zufallsvariablen:

e Anzahl der Fehlfunktionen (aufgetretene, erkannte, ...),

e Anzahl der Fehler (entstandene, beseitigte, vermiedene, ...),

e Lebensdauer,

e Schadenskosten, ...
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Bernoulli-Versuch
Das einfachste Zufallsexperiment. Zweipunktverteilung:

PX=0 =1-
PX=1] =p 3 M

Zufallsexperimente mit mehr als zwei moglichen Ergebnissen lassen sich in je einen Bernoulli-Versuch je
Ergebnis aufspalten:
A — {0 Ereignis nicht eingetreten
’ 1 Ereignis eingetreten

X Zufallsvariable.

P[...] Eintrittswahrscheinlichkeit des Ereignisses ...
P Eintrittswahrscheinlichkeit.

A; Ereignis A;.

1.1 Charakteristische Grofien

Charakteristische Grofien einer Zufallsvariablen

Verteilungsfunktion:
Fx(z) =P[X < x] (2)

Dichtefunktion fiir stetige Zufallsvariablen:

_ dFx(x)

fx(x) iz

Verteilung fiir diskrete Zufallsvariablen:

Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariablen:

#x
]E[X]I,uzzpi'wi (4)

X Zufallsvariable.
T, Realisierung (moglichen Wert) i der Zuvallsvariablen X.
#x Anzahl der méglichen Realisierungen der Zufallsvariablen X.

Pi Eintrittswahrscheinlichkeit der Realisierung x;.

Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariablen:

BN == [ fxl@) o do 5)
Varianz, mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert:

Var[X] = 0 = E [(X — E[X])’] (6)
Standardabweichung, Wurzel aus der Varianz:

sd [X] = /Var [X] (a = \/ﬁ) (7)

Speziell fiir Zdhlergebnisse von n Z&hlversuchen:

e Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit:
p==4 (8)
o Varianzkoeffizient des Eintretens bzw. Nichteintretens als Mafe der Schitzgenauigkeit:
oy = % fiir p < 50%
or =52 fiir p > 50%

P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu zdhlenden Ereignisse.
oy Relative Standardabweichung zum erwarteten Eintrittszihlwert.

oF Relative Standardabweichung zum erwarteten Nichteintrittszidhlwert.
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Wahrscheinlicher Bereich

Bereich [x1,, zy], die der Wert der Zufallsvariable X mit einer Wahrscheinlichkeit 1 — (o1 + a2) annimmt:

ag = FX(IL) fX(‘T)T
= [t fx(z)-dw 4—;51

T :
Iy, M Ty T

a1 = Fx (z1) Irrtumswahrscheinlichkeit, dass Werte unterhalb des geschéitzten
Bereichs liegen.

ag =1— Fx (zy) Irrtumswahrscheinlichkeit, dass Werte oberhalb des geschétzten
Bereichs liegen.

Bei a1 = 0 gibt es nur eine Ober- und bei ay = 0 nur eine Untergrenze.

€1, €2 Intervallradius, Abstand der unteren bzw. oberen Bereichsgrenze vom Erwartungswert.
a1, Qs Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.

u, z1,, zu Erwartungswert, untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs.

fx(x) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.

Fx (z) Verteilungfunktion der Zufallsvariablen X.

Diskrete Verteilung

Zufallsvariable X kann nur eine abzdhlbare Menge von diskreten Werten x; annehmen, z.B.:

i 2 [ 3 4 5 6 7
PIX =] =pi | 6% | 10% | 18% | 24% | 28% | 14%
Fx(z)=P[X <ux;] | 6% | 16% | 34% | 58% | 86% | 100%

100% 7
80% ] Fy (-17)
60% ]
40% ]
20% ]

—

r 2 3 4 5 6 7

P[X =z;] Verteilung der diskreten Zufallsvariablen X.
Fx (x) Verteilungfunktion der Zufallsvariablen X.

Di Eintrittswahrscheinlichkeit der Realisierung x;.

Erwartungswert und Varianz

i 2 | 3 4 5 6 7
PIX =z;] =p; | 6% | 10% | 18% | 24% | 28% | 14%
Fx(z) =P[X <a;] | 6% | 16% | 34% | 58% | 86% | 100%

Erwartungswert, mit den Auftrittswahrsch. p; gewichteter Mittelwert:

E[X]=p=3Y1pi (3.4)
Fiir das Beispiel:
6%-24+10%-3+18%-44+24% -5+ 28% -6+ 14%-7=5

Varianz, mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert:
Var[X] =02 = E [(X ~E[X])? (3.6)
Var[X] = 0 = 30 p; - (2 - E[X])? (10)
Fiir das Beispiel:
0% =6%-(2—5)°+10%-(3—5)°+...+14%- (7—5)* = 1,96

#x Anzahl der moglichen Realisierungen der Zufallsvariablen X.
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Standardabweichung

Quadratwurzel aus der Varianz, Maf fiir die Abweichung vom Erwartungswert bzw. die Breite des wahr-
scheinlichen Bereichs:

o=Vo? (3.7)

Fiir das Beispiel: o=+/1,96=14

60% m —— | B +— Bereich von X mit

40% ! xrL Ty : Wahrscheinlichkeit
. . . 1-— a1 — Qg

20%

l--1 Bereich y o
2 3 4 4 6 7 1

Irrtumswahrscheinlichkeiten fiir X auferhalb [z, zy]:

ar =P X<$L:ZIP’

x; <z,

az=P[X >zu]= > P[X=uz]

z;>Ty

Steinerscher Verschiebungssatz

Die Varianz ist gleichfalls die Differenz aus dem Erwartungswert der Quadrate und dem Quadrat des
Erwartungswertes*:

Var [X] =E [X*] - E[X]° (11)
Herleitung:
S (@ —E[X)? = S pi - (¢f =22 E[X]+E[X]?)
=>pi-al —2-E[X]- ¥Fpi -2 +E[X]? Zz 1Pi
]E[X2] E[X] 1

Fiir das Beispiel zuvor:
02 =6%-22+10% - 3%+ 18% - 42 +24% - 52 + 28% - 6% + 14% - 7> — 5% = 1,96

#x Anzahl der moglichen Realisierungen der Zufallsvariablen X.
T, Realisierung (moglichen Wert) i der Zuvallsvariablen X.
i Eintrittswahrscheinlichkeit der Realisierung x;.

numerische Probleme, wenn E [XZJ und E [X]2 fast gleich sind.

Stetige Verteilungen

Zufallsvariable X ist stetig und hat im Intervall @ < X < b unendlich viele Ausprigungen. Beschreibung
durch die Dichte:

fx(z) = &) (3.3)
/ fx (@) -du fir X eR (12)
1
0,8 -
064 Ix(@)
8’3: Ix(x)
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Fx (x) Verteilungfunktion der Zufallsvariablen X.

fx(x) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.

- wahrscheinlicher
Bereich

l--1 Bereich y £ o

Erwartungswert:
EX]=p= [ fx (x) -z dz (3.5)
Varianz:
Var[X]:UQZ/jO Ix (x) - (z —E[X])? - dz (13)
= _OO fx (z)-2* - dz —E[X]? (14)

+ wahrscheinlicher
Bereich

l--I Bereich yu + o

Wahrscheinlichkeit, dass X in einem Bereich [zr,, zy] liegt:

P[ZEL SLE SLEU} :Fx (.’EU) —FX (.’ITL)

[

L

Bereichsgrenzen:
—1
Xy = FX (041)
-1
Ty = FX (1 — az)
ay, as Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschétzten Bereichs.

u, 1, vy Erwartungswert, untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs.

Erwartungswert und Varianz Datenstichprobe
Fiir eine Datenstichprobe einer Zufallsvariable X
v = (’1}1,’1}27 . ,U#U)

ist der im weiteren verwendete Schitzer fiir den Erwartungswert:

BIX]=p=— ) u (15)
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Der Schitzer fiir die Varianz ist die mittlere quadratische Abweichung vom geschétzten Erwartungswert:

7 2 1 i 2
Var [X] =& :#U_l«Z(vi—ﬂ) (16)
sd[X] =6 =V5? (17)

Divisor um eins kleiner als #wv, d.h Abschétzungen von Varianz und Strandardabweichung erfordern
Stichprobengrofe #v > 2.

#v Grofe der Datenstichprobe.
Vi ‘Wert ¢ der Datenstichprobe.
Schitzwert.

1.2 Lineare Transformation

Lineare Transformation

Lineare Transformationen sind Multiplikationen und Additionen einer Zufallsvariablen mit reellen Zahlen.
Der Erwartungswert vervielfacht und erhoht sich um dieselben Werte:

Ela-X+b=a-E[X]+0b (18)
Bei der Varianz entfillt die Verschiebung und der Skalierungsfaktor geht im Quadrat ein:
Var[a- X +b] = a® - Var [X] (19)
Die Varianz ist insbesondere verschiebungsinvariant und bleibt bei einer Spiegelung der Verteilung gleich:
Var [-X] = (=1)? - Var [X] = Var [X]

Beweise durch Nachrechnen folgen spiéter als Ubungsaufgaben.

a, b Beliebige reele Zahlen.

Kontrolle am Beispiel

] Realisierung = von X 1 [ 2] 3]
Realisierung y von Y =5 —-2X | 3 1 -1
PlY =y =P[X = z] 0,3 10,51 0,2

E[X] = 03-14+05-2+03-3=1,9

Var[X] = 0,3-1°40,5-2°+0,3-3° —1,9° = 0,49

E[Y] = 03:3405:-1402-(-1)=c

Var[Y] = 03-3°405-1°402-(-1)>—-1,2> =1,96

E[Y] = 5-2-E[X]=5-2-1,9=12y/

Var[Y] = (=2)° Var[X]=4-0,49=4-0,5—-4-0,1 =196y

Summe von Zufallsvariablen

Die Verteilung der Summe von Zufallsvariablen ordnet jedem der moéglichen Werte der Summe die Wahr-
scheinlichkeit zu, dass die Summe diesen Wert hat (Faltung):

L& [t [3 4] w [2]3]4]
[PX=a][01]04]05] [PY=y¢][03][06]0,1]
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PIX+Y =3 = PX=1]-P[Y =2
PIX+Y =4 = PX=1]-P[Y =3]
PIX+Y =5 = P[X=1-PY=4+P[X =3 Py =2
PX+Y =6 = P[X=3]-PY=3+P[X=4]-P[Y =
PIX+Y =7 = P[X=3]-PY=4+P[X=4]-P[Y =3
PIX+Y =8 = P[X=4-P[Y=4]

Fiir die Summe von Zufallsvariablen ist der Erwartungswert gleich der Summe der Erwartungswerte:
E[X+Y]=E[X]+E[Y] (20)
Die Varianz ist die Summe der Varianzen plus doppelte Kovarianz:
Var [X 4+ Y] = Var [X] + Var [Y] + 2 - Cov [X, Y] (21)

mit der Kovarianz:
Cov [X,Y] =E[(X —E[X])- (¥ — E[Y]) (22)

Fiir unabhingige Zufallsvariablen ist die Kovarianz null und die Varianz die Summe der Varianzen der
Summanden:
Var [X + Y] = Var [X] + Var [Y] (23)

Die Beweise fiir diskerte Zufallsvariablen durch Nachrechnen folgen als Ubungsaufgaben.

X, Y Zufallsvariablen.
E[..] Erwartungswert von ...
Var[...] Varianz von ...

Cov[X,Y] Kovarianz der beiden Zuvallsvariablen.

Produkte und Quotienten von Zufallsvariablen

Jede Zufallsvariable X ist die Summe von Erwartungswert und einer zufilligen Abweichung von Erwar-
tungswert mit Erwartungswert null:

X =E[X]+ XA mit E[XaA] =0 und Var[X] = Var[Xa]
Produkt zweier unabhéngiger Zufallsvariablen:
XV = (E[X]+ Xa) - (E[Y]+Ya)
mrET = L Ey + T

Der Erwartungswert ist das Produkt der Erwartungswerte:

BXY] _ . EXal | EVAl —0 _
BX]EY] — 1+ ]E[XA] + ]E[YA] mit E [XA] =0; E [YA] =0
E[X-Y]=E[X] - E[Y] (24)

Fiir unabhingige Zufallsvariablen addieren sich nach Gl. 3.23 die Varianzen:

Var |:]E[)§(]:]]1<Z/[Y]] = Var [1] +Var [%] + Var [%]

0

}mf Vernachlgsigbar fiir XA < E[X] und YA < E[Y].

XA, YA  Zufdllige Abweichungen vom Erwartungswert.
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Nach GI. 3.19 Skalierungen quadrieren, Verschiebungen entfallen:

X=E[X]+Xan — Var [%} = Var [ﬁfl] _ \ﬁ;{[])g]

Var[X-Y] _  Var[X] Var[Y]
IE[)?]2-1E[Y]2 - ]ETX]z + ]ETY]z (25)
Quotient zweier Zufallsvariablen:
X _ E[X]+Xa _ (E[X]+X4)-(E[Y]-Ya)
Y E[Y]+Ya (E[Y]+YA) (E[Y]-YA)
X X Y, XA'Y,
EX] _ MR CER]BRAEOD _ g, Xa _ Ya
Y - Y, - E[X]  E[Y]
E[Y] - ]
Erwartungswert:
E[X/Y]=E[X]/E[Y] (26)
Varianzen:
Var[X/Y] __ Var[X] Var[Y]
BV = BX? T EYT (27)

Bei Multiplikation und Division addieren sich die quadrierten Varianzkoeffizienten, vorausgesetzt sie sind
klein.

Gemessener Wert und Messfehler
In der Messtechnik gilt fiir jeden gemessenen Wert:
Xyu =X + X (28)

Alle drei Grofen haben einen Erwartungswert und eine Varianz. Mit dem Messwert und dem Messfehler
als unabhéngige Zufallsvariablen, gilt fiir diese:
E [Xu]
Var [XM]

E[X] + E [XF] (29)
Var [X] 4+ Var [XF] (30)

¢ E[Xg] — Erwartungswert, sytematischer Messfehler

e sd [Xy] = y/Var [Xy] - Standardabweichung, zufélliger Messfehler.

XM Zufallsvariable gemessener Wert.
X Zufallsvariable zu messender Wert.
X Zufallsvariable Messfehler.

E[...] Erwartungswert von ...

Var[...] Varianz von ...

Beispiel 3.1 Messfehler

Der gemessene Wert, Ry einer Widerstands-Charge ist im Mittel 1010 2 und hat eine Standardabweichung
von 11,18€). Die Messung habe einen systematischen Fehler Rp von 12§) und eine Standardabweichung
von 5 .

E[Ry] = 10109, sd [Ry] = 11,18, E[Rp] = 12Q und sd [Rp] = 5.

Welchen Erwartungswert und welche Standardabweichung hat der zu messende Wert?
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E[Xy] =E[X] +E [X5] (3.29)
Var [Xy] = Var [X] 4+ Var [X5] (3.30)

sd [X] = +/Var [X] (3.7)

Die Zufallsvariable in der Aufgabe ist R statt X und gesucht sind Erwartungswert und Standard-
abweichung des tatsidchlichen Wertes:

E[R] = E[Ru]-E[Rr]=101002—12Q =998 Q
Var[R] = Var[Rum]— Var[Rr] = (11,18 Q)* — (5Q)* =100 Q*
sd[R] = 10Q

Der (tatsdchliche) Messwert hat eine kleinere Standardabweichung als der gemessene Wert.

Rm Gemessener Widerstandswert.

Ry Messfehler des Widerstandswertes.
E[...] Erwartungswert von ...

Var([...] Varianz von ...

sd[...] Standardabweichung von ...

R Zu messender Widerstandswert.

1.3 Verteilung von Ziahlwerten

Verteilung von Zihlwerten

Ein zufilliger Zahlwert X, z.B. die Anzahl der korrekt ausgefiihrten oder fehlerhaft ausgefiihrten Service-
Leistungen ldsst sich als Summe
X=> X
=1

»potentieller Zdhlwerte« X; mit der Bernoulli-Verteilung (Gl.3.1):

beschreiben.
’ Zahlwert X \ potentielle Zahlwerte X; € {0,1} ‘
Fehlfunktionen (MF) | geleiste Service-Leistungen (DS)
Fehler potentielle Fehler
nachweisbare Fehler vorhandene Fehler
Di ‘Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Zihlversuch i eins ist.
n Anzahl der Zdhlversuche, maximaler Ziéhlwert.

Erwartungswert und Varianz der Summanden

(Xi=1 =p

ja=Bia

Erwartungswerte der Einzelereignisse:
EX;]J=(1-p;)-0+p;-1=p;
Varianzen nach dem Verschiebungssatz:

Var [X;] = (1 —p;)- 0 +p; - 12 —p? =p; - (1 — p;)

X; Potentielle Zdhlwerte, Zufallsvariablen mit Wertebereich X; € {0, 1}.

Di ‘Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Zidhlversuch i eins ist.
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Der Erwartungswert der Summe ist die Summe der Erwartungswerte (Gl. 3.18):

E[X]:Zpi

10

(31)

Fiir die Varianz wird oft unterstellt, das die zu zéhlenden Ereignisse, wie das Auftreten unterschiedlicher
Fehlfunktionen, nicht voneinander abhéngen (Varianz der Summe gleich der Summe der Varianzen der

Summanden, Kovarianz null, Gl. 3.20):

Var [X] = Zpi -(1—p)
i=1

Di ‘Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Zéhlversuch i eins ist.

Anzahl der Zidhlversuche, maximaler Zahlwert.

Berechnung der Verteilung

(32)

Bei Addition der néchsten bernoulli-verteilten Zufallsvariable X; erhoht sich der Zahlwert mit Wahr-

scheinlichkeit p; um eins und bleibt mit Wahrscheinlichkeit 1 — p; gleich:

Pi[X =kl =pi Pia [X =k—1]+ (1 —p;) Piy [X =K

Berechnung der Verteilung: pi ||F=0k=1|k=2|k=3 k=4
P X =k] | 30% || 70% | 30%
Po[X = k] | 50% || 35% | 50% | 15%
PLX =0]=1- P3[X = k| | 40% || 21% | 44% | 29% | 6%
A ==l Py[X = k] | 10% |[18,9%]41,7%|30,5%)| 8,3% | 0,6%
Pi[X=1]=p
Wiederhole fiir + =2 bis n
IPZ[XIO] IIPifl[XIO]-(l—pi) Pl[X:’L] :]P’ifl[XI’L'—l]-pi
Wiederhole fir k=1 bis ¢ —1
Pi[X =k =Pi1[X=4k" (1-p)
4P [ X =k—1]-ps
P; [X =k] Verteilung der Summe ersten i Zahlerwerte X = 3%, X;.
Erwartungswert und Varianz fiir das Beispiel
Di 30% 50% 40% 10%
k 0 1 2 3 4
Pu[X =k]| 18,9% | 41,7% | 30,5% | 8,3% 0,6%
Erwartungswert der Summe aller n = 4 Summanden:
E[X]=189%-04+41,7%-1+30,5%-2+83%-34+0,6%-4=1,3

Als Summe aller p; nach Gl. 3.31 ist die Berechung kiirzer:
E [X] = 30% + 50% + 40% + 10% = 1,3

Die Varianz betragt nach dem Verschiebungssatz Gl. 3.11:

18,9% - 02 + 41,7% - 12 + 30,5% - 22 + 8,3% - 32 + 0,6% - 42 — 1,32 = 0,79

Vereinfachte Berechnung nach Gl. 3.32:

Var[X]=0,3-0,7+0,5-0,5+0,4-0,6+0,1-0,9 =0,79
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Beispiel einer Ziahlverteilung

Das nachfolgende S#ulendiagramm zeigt eine mit Matlab schrittweise berechnete Z&hlverteilung. Die
Eintrittswahrscheinlichkeiten der Zahlereignisse siehe Kasten im Bild. Erwartungswert und Varianz fiir
alle 30 Summanden betragen E [X] = 7,05, Var [X] = 2,19:

p; fiir i=1 bis 30
0,4074 0,4529 0,0635
0,4567 0,3162 0,0488

80%-.- - | 0,1392 0,2734 0,4788
s 10,4824 0,0788 0,4853
= 60%{- 10,4786 0,2427 0,4001

10,0709 0,2109 0,4579

I o
ﬁT 40% |- 10,3961 0,4797 0,3279
A~ ‘ 0] 0,0179 0,4246 0,4670

20% - -] 0,3394 0,3789 0,3716

101961 0,3277 0,0856

(e en]

n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.

Zusammenfassung

Zufallsvariable und Verteilung

Eine Zufallsvariable ist eine Verénderliche fiir das Ergebnis eines Zufallsexperiments.

Die Verteilung ordnet den moglichen Werten z; einer diskreten Zufallsvariablen X Wahrscheinlichkeiten
P[X = ;] zu.

Die Verteilungsfunktion Fx(z) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass eine Zufallsvariable X maximal den
Wert 2 hat :
Fx(z) =P[X < 1] (3.2)

Die Dichtefunktion beschreibt fiir eine stetige Zufallsvariable die Zunahme der Verteilungsfunktion mit
x:

fx(x) = x@) (3.3)
Bernoulli- Verteilung:
P[X=0 =1-p
PX=1 = (3.1)

Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung
Erwartungswert einer diskreten Verteilung:

E[X]=p=37"pi w (3.4)
Varianz einer diskreten Verteilung:

Var[X] = 02 = E [(X ~E [X])Q] (3.6)

Standardabweichung:

sd[X] =0 = /Var [X] (3.7)
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Verschiebesatz:

Var [X] = E[X?] - E[X]?

Erwartungswert einer stetigen Verteilung:

EX]=p= [ fx(2)-2-do

Varianz einer stetigen Verteilung:

Var [X] =02 = [*_fx (z) (x —E[X])* - dz

Erwartungswert und Varianz einer Datenstichprobe

Schétzer fiir den Erwartungswert:

EX)=p=24 YF

Schétzer fiir die Varianz:

VA&T [X] =62= #1,171 ’ Zzivl ('Ui - ﬂ)z

Lineare Transformationen und Summen
Erwartungswert einer linearen Transformation:

Ela-X+b=a-E[X]+0b

Varianz einer linearen Transformation:
Var[a - X +b] = a? - Var [X]
Erwartungswert der Summe zweier Zufallsvariablen:
EX+Y]=E[X]+E[Y]
Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen:
Var [X 4+ Y] = Var [X] 4+ Var [Y] 4+ 2- Cov [X, Y]
Definition der Kovarianz:

Cov[X, Y] =E[X -E[X])- (Y —E[Y])]

Varianz einer Summe unabhéngiger Zufallsvariablen:

Var [X +Y] = Var [X] 4 Var [Y]

Fiir kleine Abweichungen vom Erwartungswert

Erwartungswert des Produkts zweier unabhéngiger Zufallsvariablen:

E[X -Y]=E[X] -E[Y]

Varianz des Produkts zweier unabhingiger Zufallsvariablen:

Var[X-Y] _ Var[X]
EX]?EY]* — E[X]?

Var[Y]
E[Y]?

_|_

Erwartungswert des Quotienten zweier unabhingiger Zufallsvariablen:

E[X/Y]=E[X]/E[Y]

Varianz des Quotionen zweier unabhéngiger Zufallsvariablen:

Var[X/Y] _ Var[X]
E[X/Y]* — E[X]?

Var[Y]

+ B5

12

(3.11)

(3.15)

(3.16)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Messwerte

Erwartungswert gemessener Werte:

E [Xum] = E[X] 4+ E [X7] (3.29)
Varianz gemessener Werte:
Var [Xu] = Var [X] + Var [XF] (3.30)
Verteilung von Zihlwerten
Erwartungswert und Varianz:
E[X] =" p (3.31)
Var [X] =370 pi - (1 - py) (3.32)

Berechnung der Verteilung:

Pl[XZO]:l—pl
P1[X:1]:p1

Wiederhole fiir ¢ =2 bis n
IP»L[XZO] :]Pifl[X:O]*(l—pi) ]P’q,[X:Z] :]P)7;71 [X:i—1]~p¢

Wiederhole fiir k=1 bis 7—1

2 Naherungen

2.1 Binomialverteilung

[eNeX X ]
ceoe
[ NeNeX ]
cOeeo
[ NeX Nel
®©®00

Binomialverteilung

4y _ 43
2/ 2!

Fiir den Sonderfall, dass gleichwahrscheinliche Ereignisse gezidhlt werden, ist die Summe der gezéhlten
Ereignisse binomialverteilt

X ~ Bin (n,p)
Binomialverteilung:
PX =k] = (Z) A -p) " (33)
Erwartungswert einer Binomialverteilung:
EX]=p=n-p (34)

Varianz und Standardabweichung einer Binomialverteilung:

Var[X]=0> = n-p-(1-p) (35)
sdX]=0 = n-p-(1-p) (36)
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.

P Eintrittswahrscheinlichkeit.
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Binomialverteilung vs. allgemeine Zihlverteilung

Binomialverteilung

Zahlverteilung p; fiir i=1 bis 30
0,4074 0,4529 0,0635
10,4567 0,3162 0,0488
10,1392 0,2734 0,4788
. 10,4824 0,0788 0,4853
©210,4786 0,2427 0,4001
S 10,0709 0,2109 0,4579
10,3961 0,4797 0,3279
: 10,0179 0,4246 0,4670
10,3394 0,3789 0,3716
10,1961 0,3277 0,0856

80Yy
60%- -
40% -

20%.:

oo

Eine Binomialverteilung mit p = % - > | p; ndhert eine Zahlverteilung gut an und berechnet sich aus
nur zwei Parametern.

n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zahlwert.
P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu zdhlenden Ereignisse.
Di Eintrittswahrscheinlichkeit Z&hlereignis 4.

Bereichsschitzung fiir eine Fehleranzahl

Die mittlere Nachweiswahrscheinlichkeit von 10 Fehlern sei 30%.

Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei von 10 Fehlern nachgewiesen werden?

PIX=HK=() o (1-p"" (3.33)
Mindestens zwei Fehler:
PIX>2 = 1-P[X<1]
1
= 1-) (1; 0,38 . (1—0,3)107*
k=0
1- (0,7 +10-0,3-0,7%)
85%

Varianzobergrenze fiir unabhéingige Z&hlwerte

Bei gleicher Anzahl von unabhiingigen Zahlwerten n und p = + - >"" | p; ist die Varianz der Binomial-

1
verteilung eine obere Schranke der Varianz einer Zia'uhlverteilungﬁ
o= pi-(1—p)<n-p-(1-p) (37)

i=1

Damit sind bei Anniherung einer Zdhlverteilung durch eine Binomialverteilung die geschiitzen Bereiche
bzw. Irrtumswahrscheinlichkeiten pessimistische Abschétzungen. Fiir die beiden Verteilungen der Folie
zuvor gilt fiir n = 30:

| — Binomialverteilung
15% — Zéghlverteilung
P[X:kﬁ— w=9,36
o =239
5%1 nop-(1—p) =254
0 Ll H H [T
5 10 5 T
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Beweis Ungleichung 3.37 durch Nachrechnen

Ersatz der individuellen Auftrittswahrscheinlichkeiten der zu zéhlenden Ereignisse durch die mittlere
Wabhrscheinlichkeit und eine Differenz, die im Mittel null ist:

p»;:p-f—éimit 251:0

i=1

Varianz der Zahlverteilung:

ot = Z(p+6¢)-(1—p—6¢)

= Z(p_pQ_p'6i+5i_p'6i_6z‘2)

i=1

- +> (Gi—2-p-6)-) &

i=1 1=1 =1
n-p-(1—p) (1—2p)-3°7, 6;,=0 >0

0> < n-p-(1—-p) (Varianz Binomialverteilung) /

Schatzer fiir Zahlwerte

p:
o*<n-p-

(3.8)
1 —-p) (3.37)

—~ 3=

Fiir praktische Abschitzungen wird die Ungleichheit in (Gl.3.37) im Weiteren in einen Korrekturfaktor
k < 1 versteckt, der bei Abhéngigkeiten zwischen den Zahlwerten deutlich grofer eins sein kann (siehe
Abschn. 3.2.8):

c=+/knp (1-p) (38)
Schitzer fiir Erwartungswert, Standardabweichung und Eintrittswahrscheinlichkeit zu einem experimen-
tell bestimmten Zahlwert xay:

= zav (39)
s A _ zAv
&:\/m-mA\w(l—m%) (41)
f, & Schitzwerte fiir Erwartungswert und Standardabweichung.
p Schitzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.
T AV Experimentell bestimmter Ist-Zdhlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
n Anzahl der Zdhlversuche, maximaler Zahlwert.
Intervallradius wahr- 2...3-pu- o fiir p < 3
scheinlicher Werte: 2...3-(n—p)-oz firp> 5
€T = R
fX( ) T .c 1 E9
— t + T
rL H = TAV U gz

Ein Maf fiir die Schitzgenauigkeit ist der Varianzkoeffizient des Eintritts- bzw. Nichteintrittszdhlwerts
(Gl.3.9). Mit Gl. 3.39 und Gl. 3.41 ergibt sich abschitzungsweise:

o =2 = H(ﬁﬁ) fiir p < 50%
o 2T = K/.("—}EAV%) fiir p > 50%

Spater wird gezeigt, dass grofiere Zahlwerte oft normalverteilt und die Intervallradien 2 bis 3-mal so breit
wie die Standardabweichung sind.

(42)
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oy, OF Relative Standardabweichung zum erwarteten Eintritts- bzw. Nichteintrittszidhlwert.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schitzwert fiir den Erwartungswert.

n Anzahl der Zdhlversuche, maximaler Zahlwert.

%%/ Vernachldssigbar fiir sehr kleine und sehr grofse Zdhlergebnisse.

2.2 Poisson-Verteilung

Poisson-Verteilung

Beim Zidhlen vieler seltener Ereignisse, z.B. der Fehlfunktionen bei Millionen von Service-Anforderungen,
von denen nur wenige eintreten

n — o0
piﬂo
Var [X;] =p; - (1 —p:) = pi

Strebt die Varianz der zu zdhlenden Ereignisse und deren Summe gegen den Erwartungswert:
Var [Xi] =E[X,] = pi=A
i=1

Die Verteilung der Summe strebt gegen die Poisson-Verteilung;:

X ~ Pois (A\)
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.
Di ‘Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Zidhlversuch i eins ist.
A Parameter der Poisson-Verteilung (Erwartungswert und gleichzeitig Varianz).
A A
PIX=k=e¢" = (43)
k!
k
—pn_ (p-7)
o (44)
k
_ S A 04 (p : n)

Die Poisson-Verteilung hat nur den einen Parameter )\, der gleichzeitig Erwartungswert und Varianz ist.

A Parameter der Poisson-Verteilung (Erwartungswert und gleichzeitig Varianz).

Anzahl der Zidhlversuche, maximaler Zahlwert.

3

P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu zéhlenden Ereignisse.

Anzahl der Zihlversuche und Verteilung

P[X =k =ePn. 2t (3.44)
PX = k]T o p=to | 7 p=10%
- 0,4 n==06 0,2 n =30
02 T 0.1 T T 9
0 0 (P Qo 0 . ? Q o &
5 1000 5 10

P =] = =

0,1 = 0,1 "=

0 @?T T??OOA h ?(ﬂ) TT
1

0
0 5 10 > 20 0
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P[X =k] Verteilung der diskreten Zufallsvariablen X.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.
P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu zdhlenden Ereignisse.
Px =k} p=10% | %3 p=10% p=10%
0,4 n=6 0,2 n=30 101 n = 150
| 1] I
0 ? Qoo 0 T ? Qo 0 M\'{ISP?T MM
0 5 710 0 5 710 0 10 20 4 30
k k
Grobabschétzung der wahrscheinlichen Bereiche:
e Fiir A = p-n < 3 keine untere Schranke kr, > 0. Ober Schranke:
ku~3...5-pn
e Fiir A =p-n=3...10 zusitzlich unter Schranke:
~ P
M~3T5
e Fiir A > 10 Abschétzung iiber Normalverteilung (Gl. 3.61):
st (k)~p-n- (113...5- %p)
k1, ku Untere und obere Bereichsgrenze.
st (x) Symmetrischer Bereich der wahrscheinlichen Werte der Zufallsvariablen.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Z&hlwert.
P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu z&hlenden Ereignisse.
2.3 Bereichschitz. Poissonvert.
Schatzen von kf, P[X k]T A=15
0,1
’
Vorgabe ki, und «;. Numerische Suche A (kr, 1), so dass T
oL i
k—1 _— k 0
Yo et qr < 0 10 20 30
[ oq Jk=1] 2 3 ] 4 | 5 6 |
05% | 5,208 | 7,430 | 9,273 | 10,978 | 12,593 | 14,150
1% 4,606 | 6,638 | 8,406 | 10,045 | 11,605 | 13,109
2% 73,912 5,834 | 7,516 | 9,084 | 10,580 | 12,027
10% | 2,303 | 3,890 | 5,323 | 6,681 | 7,993 | 9.275
20% | 1,609 | 2,995 | 4279 | 5,514 | 6,721 | 7,906
Beispielabschitzungen:
e A=7Tund oy <1% = kr, =2
e ki, =1und a; =2% = X > 3,912
ay, ao Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.

k1, ku Untere und obere Bereichsgrenze.
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Schéatzen von ky max P[X = k]T A=15
!
Vorgabe ky und as. Numerische Suche A (ky, as), so dass TTT TT
(0% Sp QU
ko Nk Ouwlm ? ‘4}2
dohcge g > 11— 0 10 20 =7 30
oo [hu=0] 1 [ 2 [ 3 [ 4 [ 5 [ 6 |

0,5% | 0,005 | 0,103 | 0,338 | 0,672 | 1,078 | 1,537 | 2,037
1% | 0,01 | 0,148 | 0,436 | 0,823 | 1,279 | 1,785 | 2,330
2% | 0,02 | 0,215 | 0,567 ['1,0067] 1,529 | 2,089 | 2,684
10% | 0,105 | 0,532 | 1,102 | 1,744 | 2,432 | 3,152 | 3,894

20% | 0,223 | 0,824 | 1,534 | 2,296 | 3,089 | 3,903 | 4,733

Beispielabschitzungen:

e A =2und oy < 1% = ky =6

e ky =3 und as = 2% = X < 1,016

o Irrtumswahrscheinlichkeit, Werte oberhalb des geschitzten Bereichs.

ku Obere Bereichsgrenze.

Schitzen von [\, \y] aus einem Ist-Zahlwert

Pix =kl =3 Au = 15
0,2 N 0,1 al
’ kav=T7 ’ kAV:7
pall ik il
0 CF P oo 2\) 0 Cx%xiyy}y ? | ?%hmy
0 5 100 10 20 = 30

Von den Folien zuvor iibernommene Werte [Ar, Au] = f (o, kav):

]alzag\ kAV:1 ‘ kAV:Q ‘ kAVZS ‘
0,5% | 0,10, 5,30] | [0,34, 7,43] | [0,67, 9,27]
1% [0,15, 4,60] | [0,44, 6,64] | 0,82, 8,41]
2% [0,22, 3.91] | [0,57, 5,83] | [1,02, 7,52]
10% | 0,53, 2,30] | [1,10, 3,89] | [1,74, 5,32]
20% | [0,82, 1,61] | [1,53, 2,99] | [2,30, 4,28]

kav Ist-Zahlwert (Actual count value).
ay, ag Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
AL, Au Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert fiir einen poisson-verteilten Ist-Wert.

[AL, Au] = f (o, kav) fiir die Ist-Z&hlwerte kay = 4 bis 6:

’Oq:ag‘ kay =4 ‘ kay =5 ‘ kayv =6 ‘
0,5% | [1,08, 11,0] [ [1,54, 12,6] [ [2,04, 14,2]
1% [1,28, 10,0] | [1,79, 11,6] | [2,33, 13,1]
2% [1,53, 9,08] | [2,09, 10,6] | [2,68, 12,0]
10% | [2,43, 6,68] | [3,15, 7,99] | [3,89, 9,28]
20% | [3,09, 5,51] | [3,90, 6,73] | [4,73, 7,91]
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Au = f (aq, kav) fiir den Ist-Z&hlwerte kay = 0 (AL = 0):

0 k
ZefAU . % — eiAU = a1
k=0

Au=—In(a1)

y o 105% [ 1% [ 2% | 10% | 20% |
[ Ay fiir kav =0 ] 5,30 [ 4,61 [ 3,91 [ 2,30 [ 1,61% |

kav Ist-Zahlwert (Actual count value).
ay, g Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
AL, Au Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert fiir einen poisson-verteilten Ist-Wert.

Beispiel 3.2 Poissonverteilte Anzahl Schadenfille

a) In den vergangen 10 Jahren ist kein Schaden eingetreten. Wie grof8 ist die zu erwartende Anzahl
der Schadensfille in den ndachsten 10 Jahren mit einer Irrtumswahrschieinlichkeit a; < 1% 9

y o 105% [ 1% | 2% | 10% | 20% |
[ Au fiir kavy =0 [ 5,30 [4,61 | 3,91 | 2,30 [ 1,61% |

Bereich der zu erwartenden Anzahl der Schadensfille: A\, = 0 bis Ay = 4,61. Die Anzahl der
tatsichlichen Schadensfille kann natiirlich die geschétzte Obergrenze des Erwartungswert noch
iibersteigen.

b) In einem Nutzungjehr sind 5 Schadensfille eingetreten. Auf welchen Bereich der zu erwartenden
Anzahl der Schadensfille ldsst sich aus dieser Angabe fir die nachsten 10 Nutzungsjahre mit den
Irrtumswahrscheinlichkeiten oy = ag = 1% schlieflen?

’0412012‘ kAV:4 ‘ kAV=5 ‘ kAFZG ‘
0,5% | [1,08, 11,0] | [1,54, 12,6] | [2,04, 14,2]
1% [1,28, 10,0] [ [1,79, 15,6] | [2,33, 13,1]
2% [1,53, 9,08] | [2,09, 10,6] | [2,68, 12,0]
10% | [2,43, 6,68] | [3,15, 7,99] | [3,89, 9,28]
20% | [3,09, 5,51] | [3,90, 6,73] | [4,73, 7,91]

Mindestens 10 - Ay, = 17,9 und maximal 10 - Ay = 116 Schadensfille.

a1, as Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
kav Ist-Zahlwert (Actual count value).
AL, AU Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert flir einen poisson-verteilten Ist-Wert.

Beispiel 3.3 Fehlfunktionsrate

Bei #DS = 10° Service-Leistungen wurden kay = 3 Fehlfunktionen beobachtet.

Auf welche Unter- und Obergrenze fiir die Fehlfunktionsrate lisst sich mit den Irrtumswahrscheinlichkeit
a1 = ag = 1% unter Annahme einer Poissonverteilung schliefien?

’Oq:aQ:l%‘ kszl ‘ kAV:Q ‘ kAV:3 ‘
| [, Au]l [ [0,15, 4,60] | [0,44, 6,64] [ [0,82, 8,41] |

Abschétzbarer Bereich der Fehlfunktionsrate: «

(L= #/\1;5 =0,82-107° [MF/pg]
(v = #’\[‘;S =8,41-107° [MF/pg]

Kleine Zdhlwerte erlauben nur grobe Abschéitzungen. Genauere Abschiatzungen verlangen grofiere
Zahlwerte.
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4DS
aq, Qo
kav
[B5]
AL, Au

CL, Cu

Anzahl der erbrachten Service-Leistungen (Number of delivered services).
Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
Ist-Zahlwert (Actual count value).

Ziahlwertverhéltnis in Fehlfunktionen je erbrachte Service-Leistung.

Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert fiir einen poisson-verteilten Ist-Wert.

Untere und obere Bereichgrenze der geschétzten Fehlfunktionsrate.

Beispiel 3.4 Maskierungswahrscheinlichkeit

20

Eine Uberwachungseinheit hat von # M F = 10.000 Fehlfunktionen kay = 5 Fehlfunktionen nicht erkannt.

Welchen Bereich der Maskierungswahrscheinlichkeit ergibt sich aus diesem Versuchsergebnis fiir eine
Irrtumswahrscheinlichkeiten o = s = 10%?

’(1120522%210%‘ kAV:4 ‘ kAV:5 ‘ kAv=6

|

y AL, AUl | 2,43, 6,68] [ [3,15, 7,99] | [3.89, 9,28] |

Abschéatzbarer Bereich der Maskierungswahrscheinlichkeit:

A

L 4
- _315.1
ey
Au —4
= =7,99-10
Y= E T

#MF
kav
aq, ao
AL, Au
PMK

MU

Anzahl der Fehlfunktionen (Number of malfunctions).

Ist-Zahlwert (Actual count value).

Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
Minimaler bzw. maximaler Erwartungswert fiir einen poisson-verteilten Ist-Wert.
Untere Bereichsgrenze der geschitzten Maskierungswahrscheinlichkeit.

Obere Bereichsgrenze der geschitzten Maskierungswahrscheinlichkeit.

Beispiel 3.5 Zuverlissigkeitsbereich

Beim Test eines Systems mit #DS = 10? Service-Leistungen wurden kay = 6 Fehlfunktionen beobachtet.

Auf welchen Bereich der Zuverlassigkeit kann nach diesem Versuchsergebnis mit den Irrtumswahrschein-
lichkeiten oy = ay = 10% geschlussfolgert werden?

’051:042:%:10%‘ kav =4 ‘ kav =5 ‘ kav =6

y L, o] [ 12,43, 6,68] | [3,15, 7,99] | [3,89, 9,28] |

e Abschéitzbarer Bereich der MF-Rate:

(1, = 3,89 - 1072 [MF/pg)
Cu=9,28-107° [MF/pg)

e Daraus folgender Bereich der Zuverlassigkeit:

Ry = & = 108 [PS/ur]
Ry = % = 257 [PS/mF]

#4DS
kav
@1, Qg

CL, Cu

Ry, Ru

Anzahl der erbrachten Service-Leistungen (Number of delivered services).
Ist-Ziahlwert (Actual count value).

Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschétzten Bereichs.
Untere und obere Bereichgrenze der geschétzten Fehlfunktionsrate.

Untere und obere Bereichgrenze der geschétzten Zuverldssigkeit.



Prof. G. Kemnitz, TU Clausthal: Test und Verlasslichkeit(TV_H3.pdf.pdf) 21

2.4 Fehleranzahl und Defektanteil

Zu erwartender Defektanteil und Fehleranzahl

Der zu erwartende Defektanteil ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Erzeugnis mindestens einen Fehler
hat:
HUDL 21—P[X:0]

Bei konstanter Fehlerentstehungsrate ist die zu erwartende Fehleranzahl fiir gleiche Produkte aus dem-
selben Entstehungsprozess gleich und die Fehleranzahl ist poissonverteilt

— AR
mit A = pp:
upL =1 — e M (45)
A Parameter der Poisson-Verteilung (Erwartungswert und gleichzeitig Varianz).
1753 Zu erwartende Fehleranzahl.
HUDL Zu erwartender Defektanteil.

Prozessgiiteschwankungen und Fehlercluster

Fehlercluster auf einem Schaltkreiswafer [FSB87]
O funktionsfahige Schaltkreise
m erkannte fehlerhafte Schaltkreise
® Strukturen fiir Test und Diagnose

Ortlichen und zeilichen Schwankungen von Parametern, die die Fehlerentstehung und Beseitigung beein-
flussen:

e Fehlerentstehungsraten,
e Fehleriiberdeckungen, ...
verursachen Fehlercluster (lokale Fehlerhdufungen). Beispiele:
e Cluster von Schreibfehler in Texten,
e die qualitativ niederwertigen » Montagsproduktex, ...

Fehlercluster liefern Hinweise auf Prozessverbesserungsmoglichkeiten.

Schaltkreisausbeute und Fehleranzahl

Die zu erwartende Schaltkreisausbeute ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der nachweisbaren
Fehler aus den Entstehungsprozessen null ist. Fiir eine poisson-verteilte Fehleranzahl nach Gl. 3.45 mit

pr = FC - pcr:
y = e FCner (46)

Fiir jeden als fehlerfrei befundenen Schaltkreis miissen im Mittel

1 _ FCuher
Y
Schaltkreise gefertigt werden.
Yy Zu erwartende Ausbeute.
FC Fehleriiberdeckung (fault coverage), Anteil der nachweisbaren Fehler.

HCF Zu erwartende Anzahl der Fehler aus den Entstehungsprozessen.
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Fertigungskosten und Fehleranzahl

Annahme, dass die zu erwartende Fehleranzahl und die reinen Fertigungskosten je Schaltkreis proportional
zur Transistoranzahl zunehmen:

per =& - #Ir
Cuic = Cry - #1'r

(vergl. Gl. 1.91). Kosten je nicht als defekt aussortierter Schaltkreis:

O Yite

Cic = P Crp - #Tr - 7O ST #TT (47)
HCF Zu erwartende Anzahl der Fehler aus den Entstehungsprozessen.
Ey Defektentstehungsrate in Fehlern je Transistor.
#Tr Anzahl der Transistoren.
Crry Transistorkosten in Euro pro Transistor.
Cwmic Zu erwartende Kosten je gefertigter Schaltkreis.
Cic Kosten je als gut befundener (verkaufbarer) Schaltkreis.

Beispiel 3.6 Schaltkreiskosten

Fehlerentstehungsrate &1 = 10~° [Fehler je Transistor], Fertigungskosten Cr, = 107° [Euro je Transistor],
Schaltkreisgrofe #1r € {105, 109, 107} [Transistoren|, Fehleriiberdeckung FC = 1.

Welche Kosten entfallen auf jeden als gut befundene (verkaufbaren) Schaltkreis?

| #Tr [ 10* ] 10° | 105 |
per = &1y - #1r in Fehlern | 0,1 1 10
Cwmic = Cry - #T'r in Euro 1 10 10
py = e FChor 90,5 | 36,8% | 4,54-107°
Cic = &Y< in Euro 0,11 | 2,72 2,2-10°

Ab pcr > 2...3 zu erwartenden Fehlern pro Schaltkreis bendtigen Schaltkreise Reparaturmdg-
lichkeiten:

e deaktivieren / Ersatz defekter Funktionsblocke,

o Verkauf z.B. als Prozessoren mit weniger Cache, ...

E1r Defektentstehungsrate in Fehlern je Transistor.

Cy Transistorkosten in Euro pro Transistor.

H#Tr Anzahl der Transistoren.

FC Fehleriiberdeckung (fault coverage), Anteil der nachweisbaren Fehler.
HCF Zu erwartende Anzahl der Fehler je gefertigter Schaltkreis.

Cwmic Zu erwartende Kosten je gefertigter Schaltkreis.

wy Zu erwartende Ausbeute.

Cic Kosten je als gut befundener (verkaufbarer) Schaltkreis.

2.5 Normalverteilung

Normalverteilung

Die Summe sehr vieler unabhéngiger Zufallsvariablen strebt unter sehr allgemeinen Bedingungen (kein
dominanter Summanden, ...) gegen eine Normalverteilung;:

fx(x)zﬁ.e*% mit o = sd[X], 4 = E[X] (48)

Beispiel: Poisson- und Normalverteilung mit ;4 = 02 = A = 10:
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Normalverteilung mit p = o = 10

_ (z—10)?
12;2 fx (@) = \/2.;10 e e
6% Poissonverteilung mit A = 10
4% P[X = k] —e 0. 100
2%
0 ) B —
0 5 10 15 20 ko

Fiir Zahlwerte geniligt die Ann&herung der Z&hl- durch eine Normalverteilung in der Regel bereits unter
der Bedingung

10-k<p<n—-10-% mit,u:Zpi (49)
i=1

n
pi
o

Anzahl der Zidhlversuche, maximaler Zahlwert.
‘Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Zihlversuch i eins ist.
Erwartungswert.

Standardabweichung.

2.6 Bereichsschitz. Normalvert.

Bereichsschitzung mit Normalverteilung

,u—l2a I u—l—IQU

o Transformation einer Zufallsvariablen X mit Erwartungswert p und Standardabweichung o in eine
Zufallsvariable Z mit Erwartungswert null und Standardabweichung eins:

(50)

PR (51)

e Ablesen der Irrtumswahrscheinlichkeiten aus einer Tabelle der standardisierten Normalverteilungs-
funktion Fz (z) = ® (z2).

Standardisierte Normalverteilung

Verteilungsfunktion tabelliert fiir z > 0 in Schritten von 0,1:

2@ = [ o)z
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2 0 1l 2 3 a4 5 6 T 8 9
0,...10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
1,...10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
2,...10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
3,...|0,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

Wegen Symmetrie gilt fiir z < 0:
O(—2)=1—->(2)

Inverse standardisierte Normalverteilung

2| 0 1 2 3 4 5 b T 8 9
10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
.10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
.10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

w N = O

Inverse standardisierte Normalverteilung zur Bereichsschitzung:

a2 227% 1 0,13% | 0 | 2% 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
(1 - ap) 2 3 4 1205|233 | 2,567 | 2,88 | 3,10

‘13‘_1 (Ch) = —q)_l (1 — al)

X Normalverteilte Zufallsvariable.

Z Zufallsvariable mit Erwartungswert 4 = 0 und Standardabweichung o = 1.
T, z ‘Werte der Zufallsvariablen X und Z.

P(2) Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.

(L) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.

a1, as Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschéitzten Bereichs.

Wahrscheinlichkeit der Bereichszugehorigkeit

2| 0 1 2 3 4 5 b T 8 9
0,...10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
1,...[0,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
2,...10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
3,...10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

Ausgehend von einer normalverteilten Zufallsvariablen X mit Erwartungswert p und Standardabweichung
o und einem Bereich mit den Grenzen xy, und/oder zy:

1. Transformation der Bereichsgrenze nach (Gl. 3.51)

ZL —
U= —
2. Ablesen von @ (z) bzw. fiir z < 0 von ® (—z) aus der Tabelle.
3. Bestimmung der Irrtumswahrscheinlichkeiten:

o=@ (2) =1-®(—z)=1- & (L2L) (52)
CMQZl-‘I)(Zu):l—q)(‘TI{%M) (53)
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Wahrscheinlicher Bereich

a1/2

2,27% | 0,13%

2%

1%

0,5%

0,2%

0,1%

FO ' (1—ayy0) 2

3

2,05

2,33

2,57

2,88

3,10

25

Ausgehend von einer einer normalverteilten Zufallsvariablen X mit Erwartungswert p und Standardab-

weichung ¢ und zulissigen Irrtumswahrscheinlichkeiten a; oder/und ao:

1. Ablesen aus der Tabelle:

aL=pto-z=p—0-® (1)
tv=p+o-zuv=p+o- - (1—as)

ZL = @71 (CMl) = —@71 (1 — 041)
2w=0""(1— )

2. Transformation:
T, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.
2L, 2U Transformierte unteren und obere Schranke.
W, o Erwartungswert, Standardabweichung.
ay, ag Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.

Symmetrischer Bereich

fx(z) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X mit den moéglichen Z&dhlwerten x.

u, 1, vy Erwartungswert, untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs.

« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschitzten Bereichs.

g, by O Intervallradius, Erwartungswert, Standardabweichung.

st (x) Symmetrischer Bereich der wahrscheinlichen Werte der Zufallsvariablen.

(L) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.

Beispiel 3.7 Bereichschitzung Normalverteilung

Zufallsvariable X, u =20, 0 = 5.

a)

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist X > 307

o 4,54% | 0,26% 4% 2% 1% | 0,4% | 0,2%
o (1-2 2 3 2,05 | 2,33 | 2,57 | 2,88 | 3,10
e=0- -0 (1-9)
st(x)=pFo- o' 1-%)

(54)
(55)



Prof. G. Kemnitz, TU Clausthal: Test und Verlésslichkeit(TV _H3.pdf.pdf) 26

ap =1—9 (T2 (3.53)

o

2 .0 1 2 .3 .4 5 6 .7 .8 .9
10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6015 0,7257 0,7580 0,7881 0,8159
10,8413 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
. [0397721 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
.10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

OOI\J\*—*O

a2:17¢<30;20)

=1-®(2)
Qo = 2,27%

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist X < 157

o =1-—9 (L) (3.52)

o

2| 0 1 2 .3 4 b 6 T .8 .9
10,5000 0,5398 0,5793 0,6179 0,6554 0,6915 0,7257 0,7580 0,7881 0,3159
. |O84137 0,8643 0,8849 0,9032 0,9192 0,9332 0,9452 0,9554 0,9641 0,9713
10,9772 0,9821 0,9861 0,9893 0,9918 0,9938 0,9953 0,9965 0,9974 0,9981
10,9987 0,9990 0,9993 0,9995 0,9997 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 1,0000

-1
a1:1—¢>(205 5)

=1-3(1)
o = 15,87%

w N = O

c) Welche obere Schranke xy wird nur mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit ay < 1% dberschritten?

ry=pt+o-zu=p+o-d1(1-a) (3.55)
Q12 2,27% 10,13% | 0 | 2% | 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
FO ' (1—ayp)| 2 3 412,05 (2,33 | 2,57 | 2,88 | 3,10

zu=20+5-0""(1—1%)
=20+5-2,33
zy = 31,65

d) Welche untere Schranke x1, wird nur mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit oy < 2% unterschritten?

rL=pt+o-zL=p—0-d1(1-qq) (3.54)
Q12 2,27% (0,13% | 0 | 2% | 1% | 0,5% | 0,2% | 0,1%
0 (1-anp)| 2 3 | 4205233 257 | 288 | 3,10

2L =20—5-® ' (1—2%)
=20-5-2,05
xr, = 9,75
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W, o Erwartungswert, Standardabweichung.
a1, as Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
Ty, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.
D(z) Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
1) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
Bereichsschitzung fiir den Erwartungswert
Der Erwartungswert p zu einem beobachteten Zéhlwert xay ist
e mindestens so grof, dass P [X > zay] < § und
¢ maximal so grof, dass P [X < zav] < §:
fx @]
—
ML TAV Hu x
Intervallradius zwischen Erwartungswert und wahrscheinlichen Werten:
—g-®1(1—-2
e=0- 971 (1-9%) (3.56)
Symmetrischer Bereich mit xay als Schitzwert:
_ —1 @
st(p) = zavFo-@ (1-%) (58)
UL, LU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
€ Intervallradius, Abstand zwischen Bereichsgrenzen und Erwartungswert.
«a Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschéitzten Bereichs.
st () Symmetrischer Bereich des wahrscheinlichen Erwartungswerts.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schitzwert fiir den Erwartungswert.
Beispiel 3.8 Bereichschitzung Erwartungswert
zav = 100, o = 10.
In welchem symmetrischen Bereich liegt der Erwartungswert mit Irrtumswahrscheinlichkeit o = 2%.
(n) = ot (1-2 3.58
ST (1) =xav FO 5 (3.58)
4,54% | 0,26% | 0 | 4% 2% 1% | 0,4% | 0,2%
o T(1-2)| 2 3 | 4205233257 | 2,8 | 3,10
o1 (1-1%) =2,33
st (p) = 100 F 10 - 2,33 = 100 F 23,3
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zdhlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
o Standardabweichung.
« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte aufierhalb des geschétzten Bereichs.
st (p) Symmetrischer Bereich des wahrscheinlichen Erwartungswerts.

1) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.

2.7 Bereichsschitzung Zihlwerte

Schéatzen von Zahl- und Erwartungswerten

Mit dem Erwartungswert und der Standardabweichung fiir Zahlwerte:
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p:
o=+/k-n-p-(1—p)

3=

und
rp=p+o-zL=p—0- (1 -0y
ru=p+o-zu=p+o- (1 —-as)
st(z)=pFo- &1 (1-2)
ergeben sich folgende Bereichsgrenzen:

sL=p—0c-®'1l-a)=p-n—+vVe-n-p-1—p - &' (1-m)

ru=p+0- ' l-a)=pn+vVe-n-p-(1-p) &' (1-az)

w5 =pFo 0 (1= 9) =pn Vi (1-p) e (1-5)

P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu z&hlenden Ereignisse.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Ziahlwert.

u, z1,, vy Erwartungswert, untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs.

Schitzen der Eintrittswahrscheinlichkeit

i Intervallradius: p- e,
|

noix(2) ]

§p<
|2

yin H — ZA kU —z
n p= nv n pP=5
Schétzer der Eintrittswahrscheinlichkeit fiir n Zahlversuche:
N — ZAV
b=
Varianzkoeffizient des Eintritts- bzw. Nichteintrittszahlwerts:
_ o _ 1 7,1/ fir B
=== B Wl rp<
o, z K (mAV n) ir p < 50%
_ _ o _ A 1 X . A
or =T =0\ /k (nfoV%) fiir p > 50%
fx(x) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.
KL, HU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.
T AV Experimentell bestimmter Ist-Zdhlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
Oy, OF Relative Standardabweichung zum erwarteten Eintritts- bzw. Nichteintrittszihlwert.
K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte x < 1.

Relative Invervallradien:

& =a ' (1-9). n(ﬁ/{) fiir p < 50%
s :cp_l(l—%)- ,@.(niiAvﬁ/) fiir p > 50%

Symmetrischer Bereich:

) IV (1F &) fiir p < 50%
sr(p) = A

1—(1—2Y) . (1Fe) fiirp > 50%
Er, EF Intervallradius realtiv zum erwarteten Eintritts- bzw. Nichteintritts-Zahlwert.

K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte k < 1.

28

(3.8)
(3.38)

(3.54)
(3.55)

(3.57)

(3.40)

(3.42)

(63)
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<I>_l(..) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.

[eY Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschitzten Bereichs.

LAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.

D Schitzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.

st (p) Geschétzter symmetrischer Bereich der Eintrittswahrscheinlichkeit.

@l Term fiir kleine und groRe p und grobe Uberschlige vernachlissigbar.

Geeignete Ziahlwertgrofien (ACR)

g =0 (1-9)yJr (GhAAE)  fiep < 50%

g =01 (1-9). H(ﬁ/{) fiir p > 50%

Geeignete Zahlwertgrofien ergeben sich durch Auflésung nach der Anzahl der (nicht) eingetretenen Zah-
lereignisse:

(3.62)

w (1p) fiir p < 50%

TAV 2 > 64
n—zav > K-(qﬁla(gl_%))iﬁ fiir p > 50% ©
T
Er, € Intervallradius realtiv zum erwarteten Eintritts- bzw. Nichteintritts-Zdahlwert.
K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhéingige Zahlwerte k < 1.
<I>71(..) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
«a Irrtumswahrscheinlichkeit Werte aufierhalb des geschéitzten Bereichs.
LAYV Experimentell bestimmter Ist-Z&ahlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.
p Schitzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.
z#T Term fiir kleine und groRe p und grobe Uberschléige vernachlissigbar.

Beispiel 3.9 Geeignete Zihlwertgrofie

Erforderliche Zahlwerte fiir relative Intervallradien &, bzw. e von 20% und 2% fiir zu schitzende Eintritts-
wahrscheinlichkeiten p € {10%,50%,90%}. Irrtumswahrscheinlichkeit a so grof, dass =% (1 — %) = 2,
d.h. a=452%, k= 1.

— a2
eav = SO0 g g p < 50%
w(s(1=5))" y .
n—xay > = P/ fiir p > 50%
. p=10% p = 50% o p = 90%
) L AV.min ‘ Mmin | LTAV.min H "min ' LAV. max ‘ Tmin
20% 90 900 50 100 20% 810 900
2% 9.000 ]90.000| 5.000 50.000 || 2% 81.000 |90.000

Er Intervallradius realtiv zum erwarteten Eintritts-Zahlwert.

€p Intervallradius realtiv zum erwarteten Nichteintritts-Zahlwerts.
Schitzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.

« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte aufierhalb des geschétzten Bereichs.

1. Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.

K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhéingige Zahlwerte k < 1.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zdhlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
n Anzahl der Zdhlversuche, maximaler Zahlwert.

MNmin Mindestanzahl der Ziahlversuche.

LAV .min Minimal erforderliches Z&hlergebnis.

TAV.max Maximal zuldssiges Zahlergebnis.
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Schitzung kiinftiger aus bekannten Zihlwerten

Sonderfall:
NNX = NAV

Bereich des
<— Erwartungswertes

T T T T T p—

L ML TAV Hu Tu
<— Bereich zukiinftiger Zahlwerte ——

Fiir nyx # nav betragen die iibereinstimmende Eintrittswahrscheinlichkeit und der Erwartungswert fiir
kiinftige Zahlwerte:

NNXTAV
nAV MNX AV

3>
I
>
<
I
=
'Z
i
=
Z
o
I

fx(z) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.

Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schatzwert fiir den Erwartungswert.

TAV
AL, HU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
T1,, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.

NAV Anzahl der Zahlversuche zur Schitzung der Eintrittswahrscheinlichkeit.

NNX Anzahl der Zdhlversuche zur Bestimmung eines kiinftigen Zahlwerts.

ANX Erwartungswert des zu schitzenden Z&hlwerts.

D Schitzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.

fx (@)1 ‘

T T T T [—

ol n T
rL pro pnx = SEEOAY oy ry T

l—  Bereich zukiinftiger Zihlwerte —>

’ ‘ Erwartungswert Varianz ‘
Xav D - nAV k-nav-p-(1—p)
XNx P - NNX k-nnx-p-(1—p)

Die Abweichung der kiinftigen Werte von unx:

- X
Xa = Xnx — mxXay
A NX Ay

Varianz der Differenz nach (Gl. 3.19):

Var [Xa] = Var [XNX — 7"NX'XAV] + ("N—X)Q - Var [Xav]

nNAV nNAV
2
:“'(”NX‘F(ZNTz,() -nAV)'P'(l—P)

AV

:K.nNX.(1+M>.p.(1_p)

Xav Zufallsvariable fiir die x oy mit nay Ziahlversuchen bestimmt wird.
XNX Zufallsvariable fiir die znx mit nnx Zéhlversuchen bestimmt wird.
Ix (@)1
T T T T T p—
L pL o fnx = EEEEA gy zy "

l—  Bereich zukiinftiger Zahlwerte —>
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AV

Var [Xa] ist um den Faktor (1 + ZM) grofer, als die Varianz bei der Bereichsschétzung mit bekanntem

Erwartungswert

st(z)=p-nF/k-n-p-1-p)- @1 (1-2) (3.61)

Symmetrischer Bereich fiir die wahrscheinlichen kiinftigen Werte:

=0 . L Pxx pe(1=p)-d L (1—2
st (znx) —,uNx:F\/H nNX ("AV+1) p-(1-p)-® (1 2) (65)
; 5 — TAV 0 — MNX'TAV

mit P = S und [Anx o
fx(x) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zdhlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
K1, HU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
TL,, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.
nAv Anzahl der Zédhlversuche zur Schiatzung der Eintrittswahrscheinlichkeit.
nNX Anzahl der Zahlversuche zur Bestimmung eines kiinftigen Zahlwerts.

sr(znx)  Symmetrischer Bereich zukiinftiger Z&hlergebnisse zu einem bekannten Ist-Zdhlwert.
ANX Erwartungswert des zu schitzenden Z&hlwerts.

P Schitzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.

Beispiel 3.10 Bereich MF-Rate und kiinftige MF-Anzahl

Bei der Abarbeitung von 2.000 Service-Anforderungen wurden 100 Fehlerfunktionen beobachtet. Keine
Abhéngigkeiten. Zugelassene Irrtumswahrscheinlichkeit 2%.

nav) = 20.000 [DS], zay = 100 [MF], oo = 2%, x = 1.

a) Schdatzwert, Intervallradius, symmetrischer Bereich der MF-Rate?

Die MF-Rate ist eine sehr kleine Eintrittswahrscheinlichkeit ¢ < 1:
e =0""(1-9) /75 firp<50% (3.62)
sr(p) =Y. (1F¢e) firp <50% (3.63)
e 4,54%10,26% | 0 | 4% | 2% | 1% | 0,4% | 0,2%
o (1-2) | 2 3 | 4205233257 2,88 | 3,10
6: 2(1)9000%\/[11215,] =0,5% [%]
&=0""(1-1%) /155 = 0,233
sr(¢) =¢- (1 Fer) = [0,38%, 0,62%] [XE]

b) Erforderliche Anzahl DS zur Verringerung des relativen Intervallradius auf e, < 10% 7

—-1(7_ & 2
TAV 2 w fiir p <« 50% (3.64)

r

Mindestanzahl der gezédhlten Fehlfunktionen:

Diese Zidhlergebnis wird erreicht nach etwa

aw — AV — _S43IMFL _ 100 000 (DS
VT T F\S—g] bs

c) Symmetrischer Bereich der Anzahl der Fehlfunktionen fir nnx = 10.000 [DS] mit der geschdtzten
MF-Rate aus Aufgabenteil a?
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st (znx) = finx F \/H “MNX - (%Jrl) p-(1-p)- 27 (1-9) (3.65)
mit p= % und jnx = 7”N7>;$AV

finx = 0,5% - 10.000 = 50 [MF]

st (znx) = 50 F \/(% n 1) 250 - (1 — 0,5%) - 2,33 [MF]
— 50 F 20,1 [MF]

Relativer Intervallradius:
& = 201 [MF] 407

50 [MF]
NAV Anzahl der Zahlversuche, mit denen zav bestimmt wurde.
[DS] Zahlwert in erbrachten Service-Leistungen.
TAV Experimentell bestimmter Ist-Zdhlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
[MF] Zahlwert in Fehlfunktionen.
a Irrtumswahrscheinlichkeit Werte aufierhalb des geschétzten Bereichs.
K Varianzerh6hung durch Abhéngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte x < 1.
er Relativer Intervallradius der Fehlfunktionsrate.
NNX Anzahl der Zdhlversuche zur Bestimmung eines kiinftigen Zahlwerts.
@71(“) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
€r Intervallradius realtiv zum erwarteten Eintritts-Z&hlwert.
p Schitzwert der Eintrittswahrscheinlichkeit.
st (p) Geschitzter symmetrischer Bereich der Eintrittswahrscheinlichkeit.
¢ Schétzwert Fehlfunktionsrate.
st (€) Symmetrischer Bereich der geschitzten Fehlfunktionsrate.
[MF] Zahlwert in Fehlfunktionen.
[DS] Zahlwert in erbrachten Service-Leistungen.
ANX Erwartungswert des zu schitzenden Zahlwerts.

sr(znx) Symmetrischer Bereich zukiinftiger Z&hlergebnisse zu einem bekannten Ist-Z&hlwert.

2.8 Varianzerh6hung

Varianzerhohung durch Abhéngigkeiten

Abhéngigkeiten erhohen Varianz und Standardabweichung und den Intervallradius der wahrscheinlichen
Bereiche.

Wenn z.B. zwei Zahlereignisse immer paarweise gleichzeitig eintreten, ist das beschreibbar durch eine
Summe von halb so vielen unabhingigen Zufallsvariablen mit den mdglichen Werten 0 und 2:

#X/2 1—p; k=0
X=Y X, mit P[X;=k= pi =
i=1 Pi k=2

Erwartungswert der Summanden:
E[Xi]=0-(1-pi)+2-pi=2"pi
Varianz der Summanden (nach Verschiebungssatz):

Var[Xi] = (1—pi)-0°+pi-22—(2-pi)°
= 2%.pi-(1-pi)

#X Anzahl der Zufallsvariablen.
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Der gesamte Erwartungswert ist derselbe wie fiir #X unabhingige Zahlerereignisse mit paarweise gleichen

Eintrittswahrscheinlichkeiten:
#X/2

E[X]= > 2-pi=#X-p
=1

Die Varianz der Summe verdoppelt sich gegeniiber der einer Summe unabhéngige Zufallsvariablen:

#X/2 #X/2
Var[X] = Y 2% -pi-(1-p)=2-{2- > pi-(1-p) | =2-#X -p-(1-p)
i=1 =1

Die Standardabweichung und Intervallradius vergroRern sich um /2.

#X Anzahl der Zufallsvariablen.

i ‘Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis von Z&hlversuch i eins ist.
P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu zdhlenden Ereignisse.
Varianzerh6hung

Die Varianzerhohung ist das Verhéltnis aus Varianz und Erwartungswert:
k= (66)
Wenn
o die Eintrittswahrscheinlichkeit p; alle Zahlversuche gleich,
e die Zdhlwerte paarweise gleich und
e fiir alle Paare unabhingig sind,
ist die Varianzerhohung, wie auf Folie zuvor gezeigt, k = 2.

Analog lasst sich zeigen, dass unter sonst gleichen Bedingungen, wenn immer #1DC Z&hlereignisse gleich-
zeitig eintreten, die Varianzerh6hung

Kk =#IDC
betrégt.
K Varianzerh6hung durch Abhéngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte x < 1.
Var [X] Varianze der Zufallsvariablen X.
E [X] Erwartungswert der Zufallsvariablen X.

#IDC Anzahl der identischen Zahlwerte.

Schitzen der Varianzerh6hung

e Experimentelle Bestimmung von #v > 2 Z&hlwerten v;.

e Schétzen des Erwartungswerts der Zéhlwertstichprobe: E[X]=4= % : Zf’i’l {
(3.15)

e Schiitzen der Varianz der Ziahlwertstichprobe: Var [X] = 62 = 0T S (v — p)?
(3.16)

e geschitze Varianzerhohung nach Gl. 3.66:

E[X] Geschétzter Erwartungswert der Zufallsvariablen X.
#v Grofe der Datenstichprobe.

v; Wert ¢ der Datenstichprobe.

Var [X] Geschitzte Varianze der Zufallsvariablen X.

I seschitzte Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten.
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Beispiel 3.11 Varianzerh6hung

#v = 10 Wiederholungen eines Zahlversuchs:

[ Versuchi | 1 |2 [ 3[4[5[6[7[8]9]10]
| Ergebnis v; [ 44 [ 87 [ 58 [ 62 [ 59 [ 57 [ 65 [ 57 [ 75 | 67 |

Abschdtzung der Varianzerhohung k?

=23 3.15)
~ 2
0% = - O (i — ) (3.16)
i= f (3.67)
1 10
= — - T = 71
f 0 ;v 63

10
o1 a1 o1
& 79~§ (v; — 63,1)2 = 135
=1

. 135
k= =2,14
63,1
Die Abhéngigkeiten erhShen die Varianz so, als ob mehr als 2 Zahlereignisse fast immer gemeinsam
eintreten.
#v Grofe der Datenstichprobe.
Vi ‘Wert ¢ der Datenstichprobe.
I Geschitzte Varianzerhdhung durch Abhéngigkeiten.

Beispiel 3.12 Anzahl Schadensfille mit VarianzerhShung

Der zu erwartende Zihlwert fiir die Anzahl von Schadensfillen sei 100. Irrtumswahrscheinlichkeit 2%,
Varianzerh6hung 2.

xay = 100 [D], nay > xzav, a = 2%, k = 2.

In welchem symmetrischen Bereich wird bei kiinftigen Wiederholungen unter denselben Versuchsbedin-
gungungen (nnx = nay) die Anzahl der Schadensfille liegen?

. = . L[ nNx pe(1=p) - d1(1—-2
st (onx) = fiNx F \/fi NNX (ni\’j+1) p-(1-p)- 27" (1-%) (3.65)
mit p= % und fjinx = 7"N7>1<$AV

a 454% [0,26% [ 0 | 4% [[2% | 1% | 0,4% | 0,2%
e T(1-2)| 2 3 [47]205 233257 [ 288 | 310

Fiir nyx = nav und nay > zav ist unx = xav:

st (zNx) ZZ‘AVZF\/IQ-Q-.IA\/-CI)il (1—%)

= 100720 - 2,33 = [53,4, 146,6] [D]

TAV Experimentell bestimmter Ist-Z&ahlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
NnAvV Anzahl der Zahlversuche, mit denen zayv bestimmt wurde.

nNX Anzahl der Zahlversuche, mit denen znx bestimmt werden soll.

« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschétzten Bereichs.

K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte k < 1.
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[D] Zahlwert in Schadensfillen (damages).

sr(znx)  Symmetrischer Bereich zukiinftiger Z&hlergebnisse zu einem bekannten Ist-Zdhlwert.

Experiment mit Haftfehlern

Kombinatorische Beispielschaltung (Benchmark ¢3540). n = 3606 simulierte, unterschiedlich nachweisbare
Haftfehler. Zahlwert k ist die Anzahl der nicht nachweisbaren Haftfehler. Abschatzung der Verteilung
P[X = k] mit einer Stichprobe von #v = 1000 Zahlwerten fiir verschiedene Zufallstestsétze der Linge N.

N =430

N = 250

200 400

k Anzahl der nicht nachweisbaren Modellfehler.
NMFE Anzahl der Modellfehler.
N Anzahl der Tests.

Varianzerh6hung im Experiment

N | @ e G | =2 || A | Ay

160 415 | 1875 | 43,3 5.1 1,710

k:T i 320| 234 | 943 | 30,7 | 43 16| 1,1

400 800 90 | 299 | 173 3.4 16| 1,1

1600 29 52 | 72 1.8 * 11,3

200 32000 11 | 84 | 29 * x| x
Ov T T T A2 y
102 108 100 N ¥ OTSH

k1: Fehlersimulation mit allen n; = 3606 Haftfehlern. Abhéngigkeiten bis, als ob 3...5 Modellfehler iden-
tisch nachweisbar wéren. Erkennbare Identitdten waren aber beseitigt. Bleiben als Abhangigkeiten impli-
ziter Nachweis und geteilte Steuer- und Beobachtungsbedingungen.

kg, k3: Simulation mit Fehlerstichproben ny = 1.000 bzw. ng = 300. Abnahme der Abhéngigkeiten mit
der Verkleinerung der Fehlerstichprobe.

Ri/2/3 Geschitzte Varianzerh6hung fiir 1 — alle, ny = 3606, 2 — eine Stichprobe von ns = 1000 und 3 - eine Stichprobe von
ns = 300 Modellfehlern.

N Anzahl der Tests.

W, o Erwartungswert, Standardabweichung.

k Anzahl der nicht nachweisbaren Modellfehler.

Fehlermodellierung und Vorhersagbarkeit

Relativer Intervallradius fiir grofse Eintrittswahrscheinlichkeiten:

g=0"1(1-9)- ~—  fiir p > 50% (3.62)

2 N—=TA

Das Experiment zuvor hat gezeigt, dass fiir eine groke Anzahl von Modellfehlern bezogen auf die Test-
objektgrofe die Varianzerhhung x mit der Modellfehleranzahl n zunimmt. Damit l4sst sich der relative
Intervallradius e; M als Maf der Schétzgenauigkeit nicht unbegrenzt durch mehr Modellfehler verringern.

€p Intervallradius realtiv zum erwarteten Nichteintritts-Zahlwerts.

K Varianzerh6hung durch Abhéngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte x < 1.
P Mittlere Eintrittswahrscheinlichkeit der zu zdhlenden Ereignisse.

n Anzahl der Zéhlversuche, maximaler Zihlwert.

£:.MF Relativer Intervallradius der Anzahl der nichtnachweisbaren Modellfehler.
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Schlussfolgerungen

36

o Bei zufilliger Testauswahl hilft eine zu grofe Modellfehleranzahl im Verhéltnis zur Testobjektgrofe

nicht die Schitzgenauigkeit fiir die Fehleriiberdeckung zu verbessern.

e Fehlermodelle, bei denen die Anzahl der Modellfehler iiberproportional mit der Testobjektgrofie
zunimmt, z.B. Kurzschliisse und Pfadverzégerungsfehler (siehe Seite 5.10), sind nicht zielfiihrend.

Abschitzung mit mehreren Zufallstests

Alternative zur Verbesserung der Schitzgenauigkeit: Abschiatzung der zu erwartenden Fehleriiberdeckung
mit einer Stichprobe von nyp Modellfehlern und einer Stichprobe von #wv Zufallstestséitzen wie im Ex-
periment ab Seite 3.35. Vergroferung der Anzahl der Z&hlversuche n auf nyr - #v und damit die Anzahl

der nicht nachweisbaren Fehler in

g=0"1(1-92)- £ fiir p > 50%

2 N—TAV

auf etwa #v - nyr - (1 — FCy):

eenr = @7 (1= 9) -/ et Fom

#v Anzahl der unterschiedlichen Zufallstestsitze.

NMF Anzahl der Modellfehler.

€p Intervallradius realtiv zum erwarteten Nichteintritts-Zahlwerts.

o) Inverse Funktion zur Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung.
« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschitzten Bereichs.

K Varianzerh6hung durch Abhéngigkeiten, fiir unabhéngige Zahlwerte x < 1.

TAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schitzwert fiir den Erwartungswert.

n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.

FCum Schitzwert der Modellfehleriiberdedeckung.

Beispiel 3.13 Bereich der Modellfehleriiberdeckung

(3.62)

(68)

Von 1000 Modellfehlern wurden 32 nicht erkannt. Varianzerh6hung maximal 2. Zuldssige Irrtumswahr-

scheinlichkeit 2%.
nvr = 1000 [F], TAYV = 32 [F], K S 2, o = 2%

a) In welchem Bereich liegt die Modellfehleriberdeckung und wie groff ist der relative Intervallradius
des Anteils der nicht nachweisbaren Fehler bei Abschitzung mit einem Zufallstestsatz (#v =1)?

eevr =071 (1—§) - \/%

sr(p)=1—(1—2Av) . (1) fiirp > 50%

(3.68)
(3.63)

454% [ 0,26% | 0 | 4% | 2% | 1% | 0,4% | 0,2%
o T(1-9) | 2 3 | 4]205 233|257 | 2,88 | 3,10

FCy=1— 2 —1_ 32— 96 8%

nME 1.000

a;<MF§<I>*1(1—g)~\/%:2,33-,/3%:58%

st(FCn) =1— (1 - FAOM) (1 ¥ 58%) = [94,9%, 98,7%]

b) Der relative Intervallradius soll maz. 10% betragen. Fiir wie viele unterschiedliche Zufallstestsdtz ist

die Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler dafiir zu mitteln?
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eamr = @7 (1= 9) - fomm i rom (3.68)

Umstellung nach #fv:

ke(@1(1-9)" 2.233

\ = —
(1 — FCM) nmp-eimp 92 01

#v >

Die Modellfehleriiberdeckung muss fiir mindestens 34 unterschiedliche Zufallstestsitze bestimmt
und gemittelt werden.

NMF Anzahl der Modellfehler.

[F] Zsahlwert in Modellfehlern.

TAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schitzwert fiir den Erwartungswert.
K Varianzerh6hung durch Abhédngigkeiten, fiir unabhingige Zahlwerte k < 1.
feY Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auferhalb des geschétzten Bereichs.

H#v Anzahl der unterschiedlichen Zufallstestsétze.

FCu Schétzwert der Modellfehleriiberdedeckung.

€F.MF Relativer Intervallradius der Anzahl der nichtnachweisbaren Modellfehler.

Nicht normalverteilte Zidhlwerte

Dasselbe Experiment mit der kleineren Benchmark-Schaltung ¢2670:

_ 104
] “_K,,PWZHT N =10
500
400 200 SOOT
--»P[X:kﬂ N = 10°
300 ~
200 . o R T T 2(!)0 T 3(!)0 kl
P(x=F |
N =10°
100 10 106 N e
0 100T

Im Bereich von N = 10* bis 10% mehrere Gipfel. Keine niiherungsweise Normalverteilung.

Wie ist das moglich?

Zusammenfassung

Binomialverteilung

Fiir den Sonderfall, dass gleichwahrscheinliche Ereignisse gezdhlt werden, ist die Summe der gezéhlten
Ereignisse binomialverteilt:

PX =k =) pF-(1-p)" " (3.33)
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Erwartungswert:
EX]=p=n-p (3.34)
Varianz:
Var[X]=02=n-p-(1—p) (3.35)
Die Standardabweichung:
sdX]=c=+yn-p-(1—p) (3.36)

Obergrenze fiir unabhingige Z&hlwerte:
o2 <n-p-(1—p) (3.37)

oc=+k-n-p-(1—p) (3.38)

Schitzer fiir Zahlwerte

Erwartungswert, Standardabweichung, Eintrittswahrscheinlichkeit:

ft = xAv (3-39)
&Z\/Ii~$Av-( _ zav) (3.41)
p= 5 (3.40)

Relative Standardabweichung bezogen auf den zu erwartende (Nicht-) Eintrittszdhlwert als Maf der
Schitzgenauigkeit:

o =2= K(ﬁfg) fiir p < 50%
(3.42)
or =7 =y [r (ke ) fid > 50%
Poissonverteilung
Beim Zahlen vieler seltener Ereignisse sind die Zdhlwerte ndherungsweise poisson-verteilt:
PIX =kl =e - 2 (3.43)

k!
Der Verteilungsparameter A, gleichzeitig Erwartungswert und Varianz, ist das Produkt aus der Anzahl
der Zahlversuche und der mittleren Eintrittswahrscheinlichkeit:

P[X = k] =epn. @20 (3.44)

Ab XA > 10 kdnnen poissonverteilte Zahlwerte ndherungsweise als normalverteilt mit Varianz gleich Er-
wartungswert betrachtet werden.

Fehleranzahl, Defektanteil, Schaltkreiskosten

Bei konstanter Fehlerentstehungsrate ist die Fehleranzahl gleicher Produkte aus demselben Entstehungs-
prozess poissonverteilt. Zu erwartender Fehleranteil:

ppr, =1 —e™HF (3.45)
Ortliche und zeiliche Schwankungen von Parametern, die die Fehlerentstehung und Beseitigung beeinus-
sen, verursachen Fehlercluster.

Fehlercluster liefern Hinweise auf Moglichkeiten zur Verbesserung der Entstehungsprozesse.

Zu erwartende Schaltkreisausbeute fiir poisssonverteilte Fehleranzahl:
ppr, =1 —e™HF (3.45)

Kosten je verkaufbarer (nicht als defekt aussortierter) Schaltkreis:

Cic = C;I:SC = Crqy - #7T7 - F'CEre#Tr (3.47)
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Bereichsschitzung Poissonverteilung

Geeignet fiir Zdhlwerte von vielen seltenen Ereignissen und bekanntem Erwartungswerte oder experimen-
tell bestimmter Realisierungsanzahl im Bereich von null bis 10. Fiir praktische Schitzungen sind

e auf Seite 3.18 die Funktion A (kr,aq)
e auf Seite 3.18 die Funktion A (ky, az) und

e ab Seite 3.19 [kr, ku] in Abhangigkeit von der Irrtumswahrscheinlichkeit und einem Istz&hlwert
tabelliert. Aus diesen Tabellen lassen sich

o fiir gegebene Irrtumswahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte Minima und Maxima fiir die Zahl-
werte,

o fiir gegebene Erwartungswerte und Minima bzw. Maxima fiir die Zahlwerte die Irrtumswahrschein-
lichkeiten oder

o fiir gegebene Irrtumswahrscheinlichkeiten und Zahlwerte der Bereich, in dem der Erwartungswert
liegt

ablesen.

Normalverteilung, Bereichsschitzungen

Die Normalverteilung ist eine stetige Verteilung mit der Dichtefunktion:

2

1 _(z—p)

fx (z) = Vomo © 2.0% (3.48)
Zahlwerte meist ndherungsweise normalverteilt ab:
10-k<pu<n—10-x mit p=> " pi (3.49)

Fiir Bereichsschitzungen Transformation normalverteilter Zufallsvariablen und Bereichsgrenzen in die
der standardisierten Normalverteilung:

zZ =% (3.50)
—t (3.51)

z=2=

o

Bestimmung der Irrtumswahrscheinlichkeiten aus der Tabelle der standardisierten Normalverteilung auf
Seite 3.24:

e Wert kleiner als untere Bereichsgrenze:
o =1-9 (L) (3.52)
o Wert grofer als obere Bereichsgrenze:

ap =1— @ (LE) (3.53)

g

Bereichsgrenzen fiir gegebene Irrtumswahrscheinlichkeiten:
rp=p+o-zL=p—0- (1 -0y (3.54)
ru=p+o-zu=p+o-®1(1—as) (3.55)

Intervallradius und symmetrischer Bereich:

Symmetrischer Bereich des Erwartungswerts um einen experimentell bestimmten Zahlwert:

st(p) =xav Fo- 071 (1-9) (3.58)
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Bereichsschitzung fiir Zidhlwerte
Ober Schranke, untere Schranke und symmetrischer Bereich:

rp=p-n—+/k-n-p-(1-p)-d 11—

ry=p-n+En-p-(1—p) & 11—-ay

)
)
Sr(m):p.nq: K~n~p-(1—p)-®_1(1—%)

Schatzen der Eintrittswahrscheinlichkeit:

N — TAV
p==

n~(mi\//{) fiir p < 50%
G =dl(1-9). m(ﬂ_;ﬂ%) fiir p > 50%

v (15 ¢,) fiir p < 50%
sr(p) = . -
1—(1—2av) . (1Fe) fiirp>50%

Geeignete Z&hlwertgrofe:

TAv ZM'(lﬂ fiir p < 50%

2
€2

wo(d-1(1-2 2
n— Tav Zwyﬁ fiir p > 50%

Intervallradius kiinftiger Zahlwerte zu einem bekannten Zahlwert:

st (znx) = fiNx F \/man' (ZNTierl) p-(1—p)- @71 (1—

3 N — ZTAV Iy — NNXTAV
mit p= Py und MUNX = Thav

Varianzerh6hung

Varianzerh6hung und ihre Abschitzung:

_ Var[X]
k= Ex]
&= Var[X]

T OR[X]

40

(3.40)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

Zwischen Modellfehlern gibt es auch, wenn identisch nachweisbare Fehler zusammengefasst sind, erheb-

liche Varianzerh6hungen durch gemeinsame Anregungs- und Beobachtungsbedingungen.

Verbesserung der Schitzung durch Mittelung der Fehleriiberdeckung mehrerer Zufallstestsétze:

_H-1
gr.MF = @ (1_%)' m

(3.68)

Koénnen Abhéangigkeiten dazu fiithren, dass Z&hlwerte wie auf Folie Seite 3.37 eine Verteilung mit mehreren

Maxima haben?

3 Mischverteilung

Mischverteilung

Aus einer Grundgesamtheit von # Xy Objekten, von den jeweils #X; Objekte eine Verteilung Fx,

haben, wihlt eine diskrete Zufallsvariable Y zufillig ein Objekt aus:

PIY =il = S5l =
#Y
Fx (z) =P[X <a] =) _h; Fx, ()

j=1
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Fiir diskrete Verteilungen:

#Y
PIX =xzi]=> h;-P(X; =) (70)
j=1
Fiir stetige Verteilungen:
dFx (z) <X
fx (@)= —— = > hi- fx; (@) (71)
=1

hj ‘Wahrscheinlichtkeit, dass ein Objekt mit Verteilungsfunktion j ausgewéhlt wird.

Zufallsvariablen mit einer Mischverteilung

e Eigenschaft einer Schraube (z.B. Linge) bei zufilliger Auswahl auf einer Kiste mit Schrauben
unterschiedlicher Hersteller.

e Fehleranzahl eines SW-Bausteins bei zufillige Auswahl aus Angeboten unterschiedlicher Program-
mierer mit unterschiedlichen Fehlerentstehungsraten.

o Schadenshohe eines zufilligen Schadens auf einer Menge unterschiedlicher Schadensklassen mit un-
terschiedlicher Kostenverteilung.

3.1 Eigenschaften

Varianzvergrofierung durch » Mischung«

Der Erwartungswert ist der gewichtete Mittelwert:

#Y
EX]=p=> hj (72)
j=1
Varianz mit pu = p; + 0;:
#Y
Var[X] =0 = Zhj B (X — pa — 51')2}
j=1
#Y
= Zhj E [(XJ - NJ)2] —E [2 . 5]‘ . (Xj - Nj)A] +E [532}
= ——
o? 2:8;E[X—p;]=0 82
#Y #Y
Var[X}:UZZZhj~JJ2-+Zhj-5]2 (73)
i=1 j=1

Mittelwert der Einzelvarianzen plus mittlere quadratische Abweichung der Einzelerwartungswerte vom
Gesamterwartungswert.

Multimodale Verteilung

Beim Mischen von Grundgesamtheiten mit deutlich abweichenden Erwartungswerten entstehen multimo-
dale Verteilungen. Beispiel: Mischen von 3 normalverteilten Zufallsvariablen X; (vergl. Gl. 3.71):

[ h: [03]02]05 ]
pi | 20 | 40 ] 60
oi| 515 |5

dFx (x) x — 20 x — 40 x — 60
fx (x) 9 0,3-¢ 5 +02-¢p 5 +0,5-¢ )

p(z)=¢p (M) — Dichte der standardisierten Normalverteilung.

g
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3% p1 =20 p2 =40
Ix(@)| 2% : :
1% ‘ : p3 = 60
01— - ‘ ; ‘ : ‘ :
10 20 30 40 50 60 70 >
E[X]=p=37""hs-p (3.72)
Var [X] = 0% = 37 hy-0F + 3720 hy - 63 (3.73)

[ [03]02]05 |
u; | 20 [ 40 | 60
o | 5|5 |5

Erwartungswert:
uw=03-20+0,2-40+ 0,5 60 = 42

Varianz, Standardabweichung:

02 =25+0,3-(20 —42)> + 0,2 - (40 — 42)*> 40,5 - (60 — 42)° = 285

o =169
J1=95 g2 =5
3% /ﬁ = 20 ﬁz = 10
fx (@) 2% p=42;0 =199
1% ‘
0

3.2 Anwendungen
Beispiel 3.14 Identisch nachweisbare Fehler

In einer Modellfehlermenge aus 25 Fehlern mit einer Nachweiswahrscheinlichkeit p = 60% seien zehn
Fehler identisch und die iibrigen Fehler unabhéngig voneinander nachweisbar.

n = 25, davon 10 identisch nachweisbar, p = 60%

a) Mischverteilung als Zusammensetzung aus zueinander verschobenen Binomialverteilungen?

PIX =k =(3) p*(1-p)"" (3:33)
PIX =) = X720 hy - P(X; = i) (3.70)

Binomialverteilung ohne die 10 nur gemeinsam nachweisbaren Fehler:

k

k} _ (n—ll()) pk . (1 7p)'n—10—k 0 S k S n—10
0 sonst

Mit den 10 nur gemeinsam nachweisbaren Fehlern verschieben sich alle Wahrscheinlichkeiten um
10 Realisierung:

(1210) R0 (1 —p)" T 10<k<n

0 sonst
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Mischverteilung:
PIX=k=>0-p) P(Xo=k)+p -P(X1=k)

10%

Ll jh.

b) Erwartungswert und Varianz?

E[X]=p=Y""h;p (3.72)
Var [X] =02 = Z;iyl hj-o% + fol hj - 0% (3.73)

Erwartungswert:
E[X]=25-p=25-60% = 15
S (1-p) E[Xo]+p-E[X1]=(1-06)-9+0,6-19 =15/
Varianz als Summe der Varianzen der Summanden:
Var[X]=15-p-(1—p) + 10> - p- (1 —p) =115-p- (1 —p) = 27,6
=n-p-(1-p)+(1-p)- E[X] -E[X])*+ p- (E[X)] -E[X])*

3,6 +  0,4:(9-15)2 +  0,6-(19—-15)2 =27,64/

c) Standardebweichung und Varianzerhéhung?

sd [X] = /Var [X] (3.7)

k=G (3.66)

Standardabweichung:
sd [X] = /27,6 = 5,25
Varianzerhohung:
27,6
=—=184

T T
Etwas kleinere Varianzerhchung als bei einer Modellfehlermenge aus paarweise identisch nachweis-
baren Fehlern.

n Anzahl der Zahlversuche, maximaler Zihlwert.

p Eintrittswahrscheinlichkeit.

Dichte nicht nachweisbare Fehler ¢2670
... in Abhéngigkeit von der Linge N eines Zufallstests (siehe Seite 3.37):
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500

400

300

200 ~

100 T

Im Bereich von N = 10* bis 10° multimodale Verteilung. Vermutlich ca. 80 sehr #hnlich nachweisbare
Fehler mit ¢; ~ 107° [%—g}

Objekten aus unterschiedlichen Prozessen

Bei der mechanischen Fertigung haben die Zielparameter, z.B. bei einer Bohrung Durchmesser und Tiefe,
eine Verteilung und einen Toleranzbereich. Entstehungshéufigkeit eines Parameterfehlers ist die Wahr-
scheinlichkeit, Parameter aufserhalb Toleranzbereich. Bei erkennbarer Polarisierung der Messwerte eines

Parameters:
o Lokalisierung der Prozesse, deren Ergebnisse gemischt ‘/ R
werden.
Zentrierung
e Prozesszentrierung: Verschiebung der Verteilung fiir jeden
Einzelprozess mit Hilfe von Einstelloptionen in die Mitte a EN
des Toleranzbereichs. ‘Stre_uung
verrmgern
e Prozessverbesserung: Verringerung der Streuung durch
technologische Neuerungen neue Maschinen, Verfahren,
Toleranzbereich

(siehe Seite 1.66 Prozesszentrierung und -verbesserung)

Unterschiedlich gute Programmierer

Beispiel sei ein Software-Team, in dem ein Anfinger und ein Profi gemeinsam Software-Bausteine aus
N Code-Zeilen entwickeln, der Profi 66% der Bausteine mit ca. einem Fehler je 30 Codezeilen und der
Anfénger 33% der Bausteine mit einem Fehler je 15 Codezeilen:

20%)
PIX =H] 1)
sl

10
s

Fehleranzahl

Programm-
groBe C' in NLOC
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Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Modul genau k Fehler enthélt, ist 2/3 mal die Wahrscheinlichkeit, das
es k Fehler enthélt und vom Profi stammt plus 1/3 mal die Wahrscheinlichkeit, dass es k Fehler enthélt
und vom Anfinger stammt (vergl. Gl. 3.70):

c\k c )k
PIX =k = % e~ 30 . (3]2') + é e . (1}3')
25%
P " T 20% — g: ?go Programm-
[ 159 =300 gNrEféeCm
5%

_ >
k — Anzahl der Fehler

Die Polarisierung nimmt mit der Grofe der Software-Bausteine, die vom Profi und vom Anfanger getrennt
entwickelt werden, zu.

c Metrik fir den Entstehungsaufwand, hier in NLOC (netto lines of code).

NLOC Netto Lines of Code, Anzahl der Code-Zeilen ohne Kommentar und Leerzeilen.

Bei einem guten Entstehungsprozess streben iiberwachte Parameter oft gegen eine Normalverteilung.
Polarisierungen (mehrere Gipfel) kénnen wichtige Informationen iiber Schwachstellen und Ansatzmog-
lichkeiten fiir Verbesserungen liefern:

e Abhingigkeiten bei der Fehlerentstehung, bei Ausféllen beim Fehlernachweis und beim Versagen
von Service-Leistungen,

e Vorliebe oder Neigung befragter Experten, z.B. bei der Einschitzung von Gefdhrdungen und Risi-
ken,

e Probleme eines Messverfahrens, ...

Wenn die Zufallsvariable ein Giitemaf$ ist, hat man es offenbar mit einer zufélligen Mischung von besser
und schlechter funktionierenden Prozessabldufen zu tun. Dann ist es natiirlich interessant, warum der
Entstehungsprozess mal besser und mal schlechter funktioniert, um das schlechter Funktionierende zu
eliminieren.

Spezielle Form des Lernen aus Fehlern.

3.3 Bereichs. Tscheb.

Bereichsschitzung, wenn Verteilung unbekannt

TL Tu x
I :[L

Iwahrscheinlicher Bereichl
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Die Bestimmung eines wahrscheinlichen Intervalls [Zmin, Tmax)
e auch moglich, wenn Verteilung unbekannt, multimodal, ...

e Voraussetzung: eine hinreichend kleine Varianz.

TL,, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.

a1, Qs Irrtumswahrscheinlichkeit, Wert unterhalb bzw. oberhalb des geschitzten Bereichs.
Pl...] Eintrittswahrscheinlichkeit des Ereignisses ...

fx(z) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.

m Erwartungswert.

€ Intervallradius, Abstand zwischen Bereichsgrenzen und Erwartungswert.

Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

PX <zp]=ay: ; PIX > 2y] = az
(e VAR

Xy, 1 Ty T

Nach der tschebytscheffschen Ungleichung ist die Irrtumswahrscheinlichkeit o, das der Wert einer Zu-
fallsvariablen mehr als ein Intervallradius € von seinem Erwartungswert abweicht, nicht grofser als das

Verhéltnis von Varianz und Intervallradius e:
2

BIX —pl > < % (74)

Intervallradius zur Irrtumswahrscheinlichkeit o = oy + as:

ex /2= = (75)

X Zufallsvariable.

g, by O Intervallradius, Erwartungswert, Standardabweichung.

a Irrtumswahrscheinlichkeit Werte auflerhalb des geschétzten Bereichs.
Bereichsschitzung

. . €. €
I P[Xazs
TL " Ty x ML TAV Hu

Wabhrscheinlicher Bereich kiinftiger experimenteller Ergebnisse bei bekanntem Erwartungswert E [X] =
HX:

srlel = nF % (76)
Wahrscheinlicher Bereich des Erwartungswerts bei einer bekannten Realisierung zav:
st [u] = eav F % (77)
g, by O Intervallradius, Erwartungswert, Standardabweichung.
« Irrtumswahrscheinlichkeit Werte aufierhalb des geschétzten Bereichs.
KL, HU Untere und obere Schranke des wahrscheinlichen Bereichs des Erwartungswerts.
Tr,, TU Untere und oberen Schranke des wahrscheinlichen Bereichs von X.
sr () Symmetrischer Bereich der wahrscheinlichen Werte der Zufallsvariablen.
st () Symmetrischer Bereich des wahrscheinlichen Erwartungswerts.

TAV Experimentell bestimmter Ist-Zahlwert, Schiatzwert fiir den Erwartungswert.
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Vergleich mit Intervallradius Normalverteilung

Intervallradius fiir Normalverteilung und oy = ag =

%
=0 07! (1—%)
Intervallradius Teschebytscheffsche Ungleichung:

e=0-a P
a 4,55% 1 0,26% | 0 [ 4% | 2% | 1% [ 0,4% | 0,2%
> 1(1-92) 2 3 412,05]2,3312,57| 2,88 | 3,10
| % [468 [ 620 | [ 5 [707] 10 [ 158 | 224 |

Beispiel 3.15 Tschebytscheffschen Ungleichung

47

Aus eine Stichprobe gemessener Widerstandswerte in k{2 soll auf den moglichen Bereich des Erwartungs-

wertes geschlussfolgert werden. Zugelassene Irrtumswahrscheinlichkeit 2%.

o = 2%, Wertestichprobe: R; : 10,3, 10,5, 9,7, 8,9, 10,1, 11,0, 10,2, 9,5

a) Ohne Kenntnisse der Verteilung iber die Tschebytscheffsche Ungleichung?

i= o Y v 3.15)
. N2
& = #vl—l : Z?:l (vi — 1) (3.16)
srx]=puF 7= (3.76)
= % (10,3 +...) kQ = 10,025 k02
6= \/% ((10,3 — 10,025)* +...) kQ? = 647Q
Bereich des Erwartungswerts:
647 Q2
st(R) = 10,025k F = [5,3k, 14,8k
(R) s = |
b) Unter der Annahme, dass die Widerstandswerte normalverteilt sind?
st(z)=pFo- 071 (1-2) (3.57)

o 0,26% | 0 | 4% | 2% | 1% | 0,4%

o T(1-9) | 3 [4[205]233]257 | 2,88

st(R) =T & (1— %) 5
= 10,025kQ F 2,33 - 647Q

= [8,5k, 11,5k0)]

Kenntnis der Verteilung«.

Weniger als halb so breiter Bereich im Vergleich zu [5,3k€, 14,8k] aus Aufgabenteil a » ohne

a Irrtumswahrscheinlichkeit Werte aufierhalb des geschétzten Bereichs.

R; ‘Widerstandswerte in k.
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Zusammenfassung

Misch- und multimodale Verteilungen

Mischung diskreter Verteilungen:

PIX =] =70 by P(X; = ;) (3.70)
Mischung stetiger Verteilungen:
fx (z) = EX@ S #Y o f (@) (3.71)
Erwartungswert:
EX]=p= Zj-iyl hj - py (3.72)
Varianz:
Var[X] =02 =7 hj 02+ 57 by 62 (3.73)

Bei im Verhéltnis zur Standardabweichung groflen Abweichungen der Erwartungswerte entsteht Multi-
modalitit, z.B.:

e Fiir die Anzahl der nachweisbaren Fehler bei einem Zufallstest und grofsen Fehlerteilmengen, die
(fast) gleich nachweisbar sind.

e Mischung von Objekten aus unterschiedlichen oder sich &ndernden Entstehungsprozessen.

Multimodalitat

Multimodalitdt bedeutet, dass die Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen bzw. die Dichtefunktion
einer stetigen Zufallsvariablen mehrere Maxima hat. Die Maxima liefern Hinweise auf Verbesserungsmag-
lichkeiten

e fiir Entstehungsprozesse zur Fehlervermeidung,

o fiir die Bewertung erfasster Daten, z.B. das Erkennung unerwarteter Korrelation von Z&hlwerten
oder Vorlieben von Experten bei Befragungen,

e fiir Messverfahren, ...

Bereichsschitzung

Bereichsschétzung fiir beliebige incl. multimodale Verteilungen:

o tschebytscheffschen Ungleichung:

P|X —pul>e < "—2 (3.74)
e garantierbarer Intervallradius:
€2 75 (3.75)

e garantierbarer Bereiche fiir Realisierungen und Erwartungswerte:

stz =pF % (3.76)
st (p] = zav F 5= (3.77)
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4 Pareto-Verteilung

Pareto-Verteilung

Die Pareto-Verteilung
X ~ Par (K, Zmin)

ist eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung. Verteilungsfunktion:

0 x < Zmin
Fx(z) =P[X<z] = -
x(@) [X<z] {1 — (L‘;‘“)K sonst
Dichtefunktion fir z > Zyin:

K"Tgin
fx(z) = R

49

(79)

Typisch fiir Zufallsprozesse, bei denen ein kleiner Teil der Ursachen fiir den {iberwiegenden Teil der

Wirkungen verantwortlich ist (Pareto-Prinzip*).

K >0 Formfaktor der Pareto-Verteilung.

Tmin > 0 Skalenparameter der Pareto-Verteilung.

Der italienische Okonom Vilfredo Pareto untersuchte 1906 die Verteilung des Grundbesitzes in Italien und fand heraus,

dass ca. 20% der Bevilkerung ca. 80% des Bodens besitzen. Das ist in den Sprachgebrauch als Pareto-20%-80%-Regel

eingegangen.

4.1 Eigenschaften

Eigenschaften der Pareto-Verteilung

e Einen Erwartungswert

* K- K-zl -K
B = [ e eede= o

Tmin

hat eine pareto-verteilte Zufallsvariable nur fiir K > 1:

E[X] = jt = Tain - ———

e Eine Varianz existiert nur fiir X > 2:

K

Var[X] =0 :xmin-m

(80)

(81)

o Fiir kleine Exponenten gehort sie zu den endlastigen Verteilungen, bei denen ein erheblicher Teil

der Wahrscheinlichkeitsmasse auf grofse x entfillt.

Formfaktor fiir die Pareto-20%-80%-Regel
Der Anteil der Ursachen U mit der grofiten Wirkung:

o > K- xnliin Tmin K

Wmi
Wmin Wmin min

(82)

hat mindestens die Wirkung: wpin = Tmin - U ~%. Zu erwartende anteilige Wirkung und zu erwartende

Gesamtwirkung:

e K- K' K min K=t
E[Xlxzwmm]:/ A-Q;-dx:ﬁ-mmm-(m )

K+ K —

oo K
K Tmin e
K+1 MK -1

min
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(Voraussetzung K > 1). Anteilige Gesamtwirkung;:

_ E [X|X 2 wmin} _ Lmin K _ Kgl
W = E[X] = <wmin> =U (83)
] U =20% [K=11]K=12[K=115]K = 1,175 [ K = 1,16 |
(W =Uu = | 86,4% | 76,5% | 811% | 78, 7% [ 80,1%/ |
U Der Anteil der Ursachen mit der grofiten Wirkung.
w Anteil an der Gesamtwirkung.
Wiin Mindestwirkung des Anteils der Ursachen mit der groften Wirkung.

4.2 Fehlernachweislange

Verteilung der Fehlernachweislinge

Die Zufallsvariable X sei die Nachweisldnge eines Fehlers, d.h. die Anzahl der Service-Leistungen oder
die Zeit bis zum Nachweis. Die Verteilungsfunktion als Wahrscheinlichkeit, Nachweislinge X nicht grofer
als Testssatzlinge N, ist die zu erwartende Fehleriiberdeckung;:

Fx (N) =P[X<N] = prc (N)

Bei einem Zufallstest verlangt eine Verringerung des Anteils der nicht nachweisbaren Fehler um eine
Dekade in der Regel eine Erhohung der Testsatzlinge um mehr als eine Dekade (sieche Abschn. 1.4.5
Zuverldssigkeit nach Fehlerbeseitigung):

1 — e (N) = (N%)_K (1.57)

K 17050337025
A fiir 1T — ppe (N) = 0,1 10 | 100 | 103 | 10%

prc (N)  Zu erwartende Fehleriiberdeckung in Abhéngigkeit von der Testanzahl.
No Testanzahl, fiir die vorher alle Fehler beseitigt wurden, also fiir F'C = 0.

N Anzahl der Tests, fiir die erkannten Fehler beseitigt werden, incl. Ny.

Daraus resultiert, dass die Nachweislinge X bei Abnahme des Anteils der nicht nachweisbaren Fehler
nach Gl. 1.57 pareto-verteilt ist mit Ny als Skalenparameter und K als Formfaktor:

X ~ Par (K, No)
Fx (N) = pro (N) =1 — (22)% fiir N > Ny (84)

Wegen K < 1 hat die Nachweisldnge keinen Erwartungswert. Beim Betrieb von IT-System mit pareto-
verteilter Nachweislange und Beseitigung aller erkennbaren Fehler sind auch nach sehr langer Nutzungs-
dauer weitere Fehler nicht ausschliefsbar.

Es folgt ein Experiment zu Untersuchung, wie gut eine Pareto-Verteilung die Verteilung der Nachweislange
von Fehlern in IT-Systemen anndhert.

Fx(N) Verteilungfunktion der Nachweislénge.

prc (N)  Zu erwartende Fehleriiberdeckung in Abhéngigkeit von der Testanzahl.
No Testanzahl, fiir die vorher alle Fehler beseitigt wurden, also fiir F'C = 0.
N Anzahl der Tests, fiir die erkannten Fehler beseitigt werden, incl. Ny.

K Formfaktor der Verteilung der Fehlfunktionsrate (0 < K < 1).
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Fiir das Haftfehlerexperiment

N =430
N = 250
600'\ P [X = k]T
kT N =430
4001 N = 250
2001 W\ 4 (V)
0 T T T

Kombinatorische Beispielschaltung (Benchmark ¢3540). 3606 simulierte, unterschiedlich nachweisbare
Haftfehler. Zu erwartende Anzahl der nicht nachweisbaren Fehler:

p(N) = 3606 - (1 — ppc (N))

w(N) Zu erwartende Anzahl nicht nachweisbaren Modellfehler als Funktion der Testanzahl N.
k Anzahl nicht nachweisbaren Modellfehler.

HFC Zu erwartende Fehleriiberdeckung.

N Anzahl der Tests.

Pareto-Naherung

500 ] N - eingezeichnete Approximationen:
200 - N — - p(N) =550 (D)0
_ S _ N \—0,66
100 o h N =17 ()
pvy |70
20 T > =~
10 = =
5 3
3 A
I T T T TTTT II T T T TTTT II T T T TTTT II
10? 103 0t N 10°

Formfaktor K = 0,88 ndhert den Bereich N € [102, 104] und K = 0,66 den Bereich bis N € [104, 105]
besser an. Aber Achtung, fiir N > 10* sind die Zihlwerte sehr klein und der Schitzfehler fiir den Erwar-
tungswert p (N) und damit auch fiir den Formfaktor K grof.

w(N) Zu erwartende Anzahl nicht nachweisbaren Modellfehler als Funktion der Testanzahl N.

K >0 Formfaktor der Pareto-Verteilung.

4.3 Schaden durch MF

Schaden durch Fehlfunktionen

Die moglichen Schéden durch Fehlfunktionen von IT-Systemen sind vom Einsatz abh#ngig und reichen
von »unerheblich« {iber sehr hoch (Verlust grofier Datenmengen) bis zu unbezahlbaren Katastrophen
(Krieg mit Atomwaffen (siehe Seite 1.4 Der Preis fehlender Verldsslichkeit).

Anschaulich gilt das Pareto-Prinzip, dass ein kleiner Teil der MF den iiberwiegenden Teil des Schadens
verursacht.

Mangels verfiigbaren Schadensstatistik fiir IT-Fehlfunktionen betrachten wir die Verteilung von Haft-
pflichtschiaden einer Autoversicherung.
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Verteilung von Haftpflichtschiden
Haftpflichtschdden iiber 100.000 SF einer Schweizer Autoversicherung*:

103.765, 109.168, 112.341, 113.800, 114.791,
115.731, 118.264, 123.464, 127.611, 133.504,
142.821, 152.270, 163.491, 164.968, 168.915,
169.346, 172.668, 191.954, 193.102, 208.522,
209.070, 219.111, 243.910, 280.302, 313.898,
330.461, 418.074, 516.218, 595.310, 742.198,
791.874, 822.787, 1.074.499

e Anzahl der Schadensfalle: 33

o Gesamtschadenssumme: 9.458.208 SF

SF Schadenskosten in Schweizer Franken.

* Aus Kliippelberg, C. and Villasenor, J. A. (1993) Estimation of distribution tails — A semiparametric approach, Bl
Dtsch. Ges. Versicherungsmath. 21, No.2, 213-235..

Anndherung durch eine Pareto-Verteilung

Anzahl der Versicherungsfille mit einem Schaden grofer s:

e N

30—,

T e = S SRR AR S USRS SR SR SR
n 2 r z z s

10: -~ o :

Schadensfille H (S
ot

Ausgleichsgerade H (X > d) ~ 40 - 155

1 1 1 i ; ; ; :
1 2 3 4 5 6 79
Mindestschaden d in 100.000 SF

Pareto-Verteilung der Schadenshéhe ab dp,;, = 10.000 SF::

dmin

H(X >d) Anzahl der Schadensfille mit einem Schadenskosten grofer d.
d Schadenskosten in Schweizer Franken.

dmin Betrachteter Mindestschaden, Skalenparameter der Pareto-Verteilung.

Erwartungswert (Gl.3.80):

K 1,2

= * Umin = . F
k-1 12-1 d 600.000 S

Hd = dmin .

Eine Pareto-Verteilung hat erst fiir X > 2 eine Varianz. Alle im Kapitel behandelten Bereichsschét-
zungen incl. iiber die Tschebytscheffsche-Ungleichung nicht anendbar. Abschétzung, wie viel Geld ein
Versicherungsunternehmen als Riicklage haben muss, um jeden Schaden erstatten zu kénnen, schwierig.
Vermutlich haben Versicherungen deshalb eine max. Deckungssumme.
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Der Autor geht davon aus, dass kiinftig Schiden durch IT z.B. in autonomen Fahrzeugen dhnlich wie
heute Haftpflichschiden durch Personen versichert werden.

d Zu erwartende Schadenskosten in Schweizer Franken.

dinin Betrachteter Mindestschaden, Skalenparameter der Pareto-Verteilung.
K >0 Formfaktor der Pareto-Verteilung.

SF Schadenskosten in Schweizer Franken.

Zusammenfassung

Verteilungsfunktion und Dichte der Pareto-Verteilung:

0 r < Lmin
Fx(z) =P[X<a] = N (3.78)
1 — (Z2in)™  sonst
K
fx (z) = Emn (3.79)
Erwartungswert fiir £ > 1:
E[X] = 4= Tmin - 27 (3.80)
Varianz fiir k£ > 2:
Var [X] = U2 = xfnin ' (K—2)I((1—K)2 (381)

Die Pareto-20-80-Regel beschreibt den Sonderfall K = 1,16.

Fiir Uberschliige kann die Fehlernachweislinge als pareto-verteilt mit 0 < K < 1 betrachtet werden. Kein
Erwartungswert:

Fx (N) = pro (N) = 1= (32) fir N > N (3.84)

Die Beispielsschadenszahlen lieften sich durch eine Pareto-Verteilung mit K = 1,2 anndhern, d.h. Erwar-
tungswert ja, Varianz nein.

5 Gamma- und Exp—Vert.

5.1 Eigenschaften

Gamma-Verteilung

G(a, B) ist eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem rechtsseitig unendlichen Intervall [0, co)
z.B. zur Modellierung

e von Bedien- und Reparaturzeiten (Warteschlangentheorie),
e kleiner und mittlerer Schiden (Versicherungsmathematik),

e der MF-Raten von Fehlern in IT-Systemen.

Dichte: go

fx (z) = e Ao gt fiirz >0 (85)

I'(a)
Gamma-Funktion: -
I'(a) = / e 7. 227 dz (86)
0

G(a, B) Gamma-Verteilung, o — Formparameter, 8 — Skalenparameter.
fx(x) Dichtefunktion der Zufallsvariablen X.

(.. yamma-Funktion.
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Gammafunktion

Fir 0 < a <1 betrigt die Gammafunktion

Fir a > 1 gilt:

(.. Gamma-Funktion.

a Formparameter der Gamma-Verteilung.

Eigenschaften der Gamma-Verteilung

Erwartungswert:
[0
EX]|=p=- 88
(X]=n 3 (88)
Varianz: N
Var[X] =0 = 7 (89)
Die Summe gamma-verteilter Zufallsvariablen mit gleichem Skalenparameter X7 ~ G (ay, 8) und X5 ~
G (s, B) ist wieder gamma-verteilt:

X1+ X2~ G (a1 + a2, B) (90)

G(a, B) Gamma-Verteilung, o — Formparameter, 3 — Skalenparameter.
E [X] Erwartungswert der Zufallsvariablen X.
Var [X] Varianze der Zufallsvariablen X.

Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung Exp(A) = G (1, \) ist eine Gamma-Verteilung mit Formparameter o = 1 und
Skalenparameter 5 = A . Dichte:

@

[(a)
=X-e " firz>0 (91)

fx(x)=ePo. gt

firzx>0mita=1und 8= A

A — Anzahl der zu erwartenden Ereignisse pro Zeitintervall. Verteilungsfunktion:

Fx () =P(X<z) = / f(z)-dz=1—¢e™" firz>0 (92)
0
Erwartungswert: 1
E[X]=p=y (93)
Varianz:
artanz Var [X] = ¢ = % = o=pu (94)

Exp(X\) Exponentialverteilung, A — Verteilungsparameter.
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5.2 MPF-Rate

Korrektur Dichte MF-Rate etc. ab Seite 1.47

Die Nachweislénge als Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler mit N Tests nachgewiesen wird, ist gleich der
zu erwartenden Fehleriiberdeckung und in Anlehnung an Gl. 1.57 pareto-verteilt:

Fx (N) = prc (N) = 1 - (jVV)K

Auf Foliensatz 1, Seite 1.47 hatten wir unter der vereinfachten Annahme, dass ein Zufallstest alle Fehler
mit MF-Rate { > % nachweist, daraus als Dichte fiir die MF-Rate abgeleitet:
Dichtefunktion der MF-Rate
K- -NK.¢(K-1 o< L
MG N) = { < sesw

1.59
0 sonst ( )

prc (N)  Zu erwartende Fehleriiberdeckung in Abhéngigkeit von der Testanzahl.

No Testanzahl, fiir die vorher alle Fehler beseitigt wurden, also fiir FF'C = 0.
N Anzahl der Tests, fiir die erkannten Fehler beseitigt werden, incl. Ny.
K Formfaktor der Verteilung der Fehlfunktionsrate (0 < K < 1).

Korrektur py und Dichte MF-Rate
Ausgehend von der Beseitigungswahrscheinlichkeit fiir einen Fehler mit MF-Rate (;
pi(N)=1—e G (2.9)

betragt die Nichtbeseitigungswahrscheinlichkeit bei Fortsetzung der Fehlerbeseitigungsiteration mit N —
Ny Tests:
pr (¢, N) = e~V

Mit
e (N) = e - [3 pr (G N) - h(¢)-dC (1.55)
1 — ppe (N) = (IJVVD)*K (1.57)

muss Dichte der MF-Rate h (C) ...

pr ((, N) Wahrscheinlichkeit, dass Fehler mit MF-Rate ¢ nach N Tests noch vorhanden sind.

¢ Fehlerfunktionsrate eines einzelnen Fehlers.
No Testanzahl, fiir die vorher alle Fehler beseitigt wurden, also fiir F'C = 0.
N Anzahl der Tests, fiir die erkannten Fehler beseitigt werden, incl. Np.

pr (N) Zu erwartende Anzahl der Fehler, die nach N Tests nicht erkannt und beseitigt sind.

.. muss Dichte der MF-Rate folgendes Integral erfiillen:

1
prc (V) = 1= [ €W 0) ag
0
Mit einer pareto-verteilten Nachweisldnge, d.h. F'C nach

1 pre (V) = (8) (L57)

-K
(Nﬁ ) - / LN ()
0 0

ist die Losung fiir N > 1 eine Gamma-verteile Dichtefunktion:

=N cxet,

= T (K e No¢ (95)
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mit Formfaktor K und Skalenparameter Ny. Der Skalenparameter ist dabei die Anzahl der Tests, fiir die
alle erkannten Fehler beseitigt sind, vor dem Test Ny und nach dem Test N.

pr (N) Zu erwartende Anzahl der Fehler, die nach N Tests nicht erkannt und beseitigt sind.

prc (N)  Zu erwartende Fehleriiberdeckung in Abhéngigkeit von der Testanzahl.

Ny Testanzahl, fiir die vorher alle Fehler beseitigt wurden, also fiir F'C' = 0.
N Anzahl der Tests, fiir die erkannten Fehler beseitigt werden, incl. No.

K Formfaktor der Verteilung der Fehlfunktionsrate (0 < K < 1).

h(¢) Dichtefunktion der Fehlfunktionsrate.

¢ ‘Wert der Fehlfunktionsrate.

(.. Gamma-Funktion.

Beweis durch Nachrechnen

No I'(K)
N—k;;./le_g.N.CK’—l.dC
LK) Jo
Substitution ¢ = %, d¢ = d—Af:
N—K ; 1 . N (i)Kfl e ? dz
LK) Jo ¥ N
1 N
=—_.N¥. AKle™P dz= N
I'(K) 0

I(K) fiir N>1

T (K) Gamma-Funktion: I' (K) = [®e™ % - K14z,

K Formfaktor der Verteilung der Fehlfunktionsrate (0 < K < 1).

Ny Testanzahl, fiir die vorher alle Fehler beseitigt wurden, also fiir F'C' = 0.
N Anzahl der Tests, fiir die erkannten Fehler beseitigt werden, incl. No.

Zu erwartende Fehleranzahl und MF-Rate

Mittlere MF-Rate je Fehler ist der Erwartungswert der gamma-verteilten MF-Rate, also Formfaktor K
durch Skalenparameter N:

~ _ K
C(N)=x
Eingesetzt in
¢ (N) = pr (N) - C(N) (1.54)
ergibt sich fiir Gl. 1.60 die korrigierte Version ohne (K + 1):
N)-K
G (N) = N (1.60)
In GI. 1.61 hatte sich der Term (K + 1) ohnehin herausgekiirzt:
e (N2) = pp (N) - (%) (1.58)
Cr(No)-CEAIT Ny _ Cp(N1)-CEAITN, | (&)‘K
K - K Ny
N\ —(K+D)
G (N2) = G (V1) - (R2) (L61)
¢(N) Mittlere Fehlfunktionsrate je Fehler als Funktion der Testanzahl N.
K Formfaktor der Verteilung der Fehlfunktionsrate (0 < K < 1).
pnr (N) Zu erwartende Anzahl der Fehler, die nach N Tests nicht erkannt und beseitigt sind.

Cr (N) Fehlfunktionsrate durch Fehler in Abhéngigkeit von der Testanzahl.
Ny, No Testanzahl mit bekannter / gesuchter Fehlfunktionsrate oder Fehleranzahl.

(K+T) Term, der entfillt, wenn die Nachweiswahrsch von Zufallstests exakt modelliert wird.
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Beispiel 3.16 Fehleranzahl und MF-Rate

Die MF-Rate eines Systems betriigt nach der effektiven Testlinge N; = 105 Tests (g (N;) = 107* [M—g]
Gamma-verteilte MF-Raten mit den Formfaktoren K € {0,3,0,4,0,5,0,6,0,7}.

a)

Wie grof ist die zu erwartende Anzahl der nicht beseitigten Fehler ug fir Testlinge Ny ?

(r (N) = pe(N)-K

N (1.60)

b)

Wie grof8 ist ist die zu erwartende Anzahl der nicht beseitigten Fehler fiir die zehnfache effektive
Testlinge Ny = 1062

-K
pir (N2) = e (N7) - (%) (1.58)
108\ " 10 _ _
pr (10°) = pr (10°) - (ﬁ> =107
y K | 03 J04]05] 06 | 0,7 |
pir (10°) 33325 [ 20 [ 16,7 | 14,3
pr (10°) 16,7199 | 63 | 42 | 2,9
c) Wie grof sind ist die MF-Rate fiir die zehnfache effektive Testlinge Ny = 1062
—(K+1)
Cr (N2) = Cr (N1) - (%) (1.61)

100\ "D
¢r (10°) = ¢r (10%) <ﬁ) =10"%. 107 (K+D

y K | 03 | o4 | 05 [ 06 [ 07 |
| ¢p(10%)  [50-10°°[4,0-10°°]3,2-1075]2,5-1075][2,0-10°°]

Die Vorhersagewerte liegen deutlich ndher beieinander als bei der zu erwartenden Fehleranzahl.

¢r (N
(5]
K

pr (N)

— o

Testanzahl mit bekannter / gesuchter Fehlfunktionsrate oder Fehleranzahl.
Fehlfunktionsrate durch Fehler in Abhéngigkeit von der Testanzahl.
Zahlwertverhdltnis in Fehlfunktionen je erbrachte Service-Leistung.

Formfaktor der Verteilung der Fehlfunktionsrate (0 < K < 1).

Zu erwartende Anzahl der Fehler, die nach N Tests nicht erkannt und beseitigt sind.

6 Ausfalle

Ausfille

Hardware und Mechanik unterliegt einem Verschleifs, der zu Ausféllen fiihren kann. Bei einem Ausfall
entsteht ein Fehler, der oft mehr Fehlfunktionen (MF) als alle vom Test nicht erkannten Fehler zusammen

oder ein komplettes Versagen (NS) verursacht.

Kenngrofien:
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e Lebensdauer, Uberlebenswahrscheinlichkeit,

o Ausfallrate, ...
Mafnahmen zum Umgang mit Ausfallen:

e Voralterung,
e Wartung,
e Redundanz (kalte oder heifse Reserve).
In Software entstehen wéihrend des Betriebs keine neuen Fehler, ausgenommen geplante Obsoleszenz

(Programm-Features zur Vortduschung von Ausféllen) und Fehler, die bei Beseitigungsversuchen anderer
Fehler entstehen.

MF Fehlfunktion.

NS Keine Service-Leistung.

Verschleifs elektronischer Bauteile

Langsam ablaufende physikalische Vorgénge:
e Korrosion (Stecker, Schalter, Isolationen, Leiterbahnen, ...).

e Elektromigation: strombedingte Wanderung von Metalatomen
bei hohen Stromdichten.

e Parameterdrift: Widerstandswerte, Kapazitéten, Schwellspan-
nungen etc.

e Gateoxiddurchschlag: Hochschaukelnde Tunnelstrome, Ladungseinlagerung bis zum lokalen Schmel-
zen des Oxids. Bildung von Kurzschliissen. Phinomen: Zunahme des Stromverbrauchs iiber Monate
bis zum Ausfall.

6.1 Kenngrofien

Kenngrofien des Ausfallverhaltens

Lebensdauer L: Zeit vom Beanspruchungsbeginn bis zum Ausfall. Verteilungsfunktion:

Fi () =F[L <

Uberlebenswahrscheinlichkeit:

V(t)=P[L>t]=1-Fp ()

Ausfallrate \: Relative Abnahme der Uberlebenswahrscheinlichkeit mit der Zeit:

1 dv ()
V() dt

e Mittlere Lebensdauer:

ML:/OOOV(t)-dt

L Lebensdauer, Zufallsvariable.
V(1) Uberlebenswahrscheinlichkeit als Funktion der Lebensdauer.
A(t) Ausfallrate als Funktion der Zeit.

n, Zu erwartende Lebensdauer.
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Ausfallphasen

Friih- Zufalls-  Ermiidungs-
ausfille ausfille ausfille

10 102 10® 10* 10° 10 107

e

t

e Frithausfille (infant mortalities): Erhohte Ausfallrate durch Schwachstellen (Materialrisse, lokal
stark iiberhohte Feldstérke oder Stromdichte, ...).

e Zufallsausfille: Ndherungsweise konstante Ausfallrate.

e Ermiidungsausfélle: Anstieg der Ausfallrate: Materialermiidung, ...

A(t) Ausfallrate als Funktion der Zeit.

Zufallsausfille
In der Hauptnutzungsphase ist die Ausfallrate konstant:
L dv(t)

A (t) = —m Q& = )\ = konst.

Uberlebenswahrscheinlichkeit und Verteilung der Lebensdauer*:
Vt)=e " (96)
Fr(t)=1—¢ " (97)
(Exponentialverteilung vergl. Gl. 3.92). Mittlere Lebensdauer (Gl. 3.93):

,uL:/OooV(t)»dtzi (98)

Mafseinheit der Ausfallrate: fit (failure in time)
1fit = 1 Ausfall in 10° Stunden

V (t) Uberlebenswahrscheinlichkeit als Funktion der Lebensdauer.
fit Failure In Time, Anzahl der Ausfille in 10° Stunden.

d(e Mt
* Kontrolle: A (t) = 707&4 . ( a7 ) =

System aus mehreren Komponenten

Ein System aus mehreren notwendigen Komponenten iiberlebt, solange alle Komponenten iiberleben:
#C
vy =TIv®,
=1
Mit einer konstanten Ausfallrate A, fiir alle Komponenten (Gl. 3.97):
#C
V() =[Je " = e ()
=1

ist die Gesamtausfallrate die Summe der Ausfallraten aller Komponenten:

#C
Asys = E Ai (99)
=1
V(t) Uberlebenswahrscheinlichkeit als Funktion der Lebensdauer.
#C Anzahl der fiir das Funktionieren erforderlichen Bausteine.

Asys Ausfallrate des Systems.

Y Ausfallrate Komponente 1.
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Ausfallraten in der Hauptnutzungsphase nach [KRG96]

’ Bauteil ‘ Ausfallrate in fit H Bauteil Ausfallrate in fit
diskrete SC 1 bis 100 Widerstande 1 bis 20
digitale IC 50 bis 200 Kondensatoren 1 bis 20
ROM 100 bis 300 Steckverbinder 1 bis 100
RAM bis 500 Lotstellen 0,1 bis 1
analoge IC 20 bis 300

e Ausfallrate = Ausfallanzahl / Bauteilanzahl

e Bei mehreren Bauteilen und konstanten Ausfallraten addieren sich die Ausfallraten.

sC Halbleiterbauteile (Semiconductor components).
IC Integrierte Schaltkreise (Integrated circuits).

[KRG96] Kirger, R.: Diagnose von Computern, Teubner 1996, S. 68.

Ausfallrate einer Baugruppe

Bauteiltyp i Anzahl #C; | Ausfallrate \; | #C; - \; ‘
Schaltkreise 20 150 fit 3000 fit
diskrete BT 15 30 fit 450 fit
Kondensatoren 15 10 fit 250 fit
Widerstande 30 10 fit 300 fit
Lotstellen 2000 0,5 fit 1000 fit
’ Baugruppe ‘ ‘ ‘ 5000 fit

e Im Mittel 1 Ausfall in 2-10° Stunden (~23 Jahre) Betriebsdauer.

e Von den heutigen PCs, Handys, ... fallen pro Jahr und hundert Stiick nur wenige aus.

60

e Nach 2 ... 5 Jahren erste Ermiidungsausfélle, z.B. durch Austrocknung von Elektrolytkondensatoren.

6.2 Voralterung

Friihausfille

Bei 50% fehlerfreien und 50% aussortierten Schaltkreisen 50% /100 = 0,5% Beinahefehler.

Die Hélfte wird mit dem Ausschuss aussortiert.

— =~ 0,25% (jeder 400ste) Schaltkreis verursacht einen Frithausfall.
— Bei 20 Schaltkreisen pro Gerit jedes zwanzigste Gerit.
— Bei grofien Systemen fast jedes System.

... Was tun?
= Voralterung

(Problem existiert auch bei Mechanik.)

A(t) Ausfallrate als Funktion der Zeit.

[BS03] Singh, A. D.: Relating Yield Models to Burn-In Fall-Out in Time. ITC, 12/2003, S.77-84.

Auf 100 richtige Fehler kommt etwa ein Beinahefehler, der zu einem Frithausfall fiihrt [BS03].

Frithausfalle sind Garantiefille und verursachen Kosten fiir Reparatur, Ersatz, Auftragsabwicklung,
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Voralterung (Burn-In)

erhohte Ausfallrate
/Wéhrend der Voralterung

ohne Voralterung

107°
verringerte Ausfallrate
nach der Voralterung
10-¢ =
101 10! 103 — 107
>

Burn-In t in Stunden

Beschleunigung der Alterung vor dem Einsatz durch »harte Umgebungsbedingungen«:

e iiberhohte Spannung,
e iiberhohte Temperatur,

e Stress (Burn-In).

Einsatz erst nach der Frithausfallphase, wenn die krianklichen Bauteile »gestorben« und ausgetauscht
sind.

6.3 Reserveeinheiten
Reserveeinheiten
Reserve- oder redundante Einheiten sind Komponenten,
e die fiir Aufrechterhaltung der Funktion nicht unbedingt erforderlich sind und

e nach einem Ausfall die Funktion der ausgefallenen Komponenten iibernehmen.

Reserveeinheiten sind erforderlich fiir
e Systeme ohne Reparaturmoglichkeit, die lange verfiighar sein miissen (z.B. Satelliten),
e hoher Verfiigharkeit (z.B. Serverdienste) zur Uberbriickung von Ausfallzeiten der Hauptkomponen-
ten.
Ausfallplan mit Reserveeinheiten

Im Ausfallplan werden notwendige Komponenten fiir die Verfiigbarkeit des Services als Reihenschaltung
und Reserveeinheiten (Redundanzen) als Parallelschaltung dargestellt*.

Eine Flurbeleuchtung sei verfiigbar, wenn mindestens eine von drei Lampen und die Spannungsversorgung
funktioniert:

Lampe 0 (Veopr)[+— Spannungsversorgung (Vps)

Lampe 1 (VoL) eine notwendige und
zwei Reservelampen

Lampe 2 (VCLL)

Vor(t) = (1 — (1= V(1)) - Ves(t)n

Ve (t) Uberlebenswahrscheinlichkeit der Flurbeleuchtung.
Verw (t) Uberlebenswahrscheinlichkeit einer einzelnen Flurbeleuchtungslampe.
Vps (t) Uberlebenswahrscheinlichkeit der Spannungsversorgung.

Abgeleitet von Gliihlampen. Reihenschaltung fillt mit der ersten Glithlampe aus, bei Parallelschaltung Komplettausfall
der Beleuchtung erst mit der letzte Gliithlampe.
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Kalte, warme und heifte Reserve

e Heifle Reserve: Reservekomponenten arbeiten parallel (z.B. Mehrversionssystem) und fallen mit
derselben Wahrscheinlichkeit wie das aktive System aus.

¢ Kalte Reserve: Reservekomponenten werden geschont und funktionieren idealerweise noch alle zum
Ausfallzeitpunkt der aktiven Komponente.

e Warme Reserve: Reserveeinheiten (z.B. das Reserverad im Auto) altern auch bei Nichtnutzung, nur
langsamer.

Die beiden zusétzlichen Lampen auf der Folie zuvor, die fiir die Verfiigbarkeit der Treppenbeleuchtung
nicht unbedingt funktionieren miissen, bilden eine heifle Reserve, Ersatzlampen, die erst nach Ausfall der
» Hauptlampe« eingeschraubt werden, eine kalte Reserve, ein Ersatzrad im Auto eine warme Reserve, weil
der Gummi auch ohne Beanspruchung altert.

Zu erwartende Lebensdauer bei kalte Reserve

Fiir jede Komponente beginnt die Belastung erst nach Ausfall der vorherigen Komponente.

Ausfall Q
| Phase | mittlere Lebensdauer |
1 H1.0
2 M1
3 UL.2

Die zu erwartenden Lebensdauern aller Komponenten addieren sich*:

T

HL.Sys = ZNL.i (100)

=0

ML .Sys Zu erwartende Lebensdauer des Systems.
r Anzahl der Reserveeinheiten.
ni, Zu erwartende Lebensdauer Komponente i.

Annahme, dass Umschalter und ungenutzten Reserveeinheiten Ausfallrate null haben.

Zu erwartende Lebensdauer bei heille Reserve

Alle noch lebenden Komponenten konnen

gleichermafien ausfallen: . Ausfall Q)
HL. = g

Z]’:l Aj

Komponenten mittlerer Lebensdauer puy, ; = pp, k:

] Phase \ mittlere Lebensdauer ‘

1 prx/ (r+1)
2 L/

Zu erwartende Gesamtlebensdauer als Summe der zu erwartenden Lebensdauern aller Phasen:

Hr.sys = ML.K Z H%l (101)
i=0

HL.Sys Zu erwartende Lebensdauer des Systems.

M1 K Zu erwartende Lebensdauer der einzelnen Komponenten.
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Zu erwartende Lebensdauer warme Reserve

Erhohung der mittleren

. Lebensdauer
helﬁe HL.Sys T — —
Reserve O HL.K
kalte Reserve 8
kalte
6 Reserve
warme
4 Reserve
2 heifie
0 Reserve

01234567 —
e Die Ausfallrate der »kalten« Ersatzkomponenten ist kleiner als im aktiven Zustand, aber griofier
null.

o »Warme« Reserveeinheiten verldngert die Lebensdauer mehr als »heifse« und weniger als »kalte«.

6.4 Wartung
Wartung
Wartung:
e Test und die Beseitigung aller erkennbaren Fehler, die seit der letzten Wartung entstanden sind.

e Erginzen und Ersatz von Betriebsstoffen und Verbrauchsmitteln (Getriebe Schmierstoffe, Drucker
Papier und Toner).

o Planmaifiger Austausch von Verschleifiteilen vor der Ermiidungsphase, in der die Ausfallrate stark
zunimmt (in PCs die Batterien fiir den BIOS-RAM, in Servern die Festplatten).

Wartungsintervall 7: Zeit zwischen den Wartungen, z.B. TUV fiir KFZ 7 = 2 Jahre.

T ‘Wartungsintervall.

Reparatur bei der néchsten Wartung

vl RN R TN N

AT
ARMZI_T“_ “ AN NN

1-X-7

T 2T 3T t

Verfiigbarkeit als mittlere Uberlebenswahrscheinlichkeit, wenn beim Wartungstest alle Ausfillle beseitigt

werden fiir A -7 < 1:
1 T 1 T et 1_e—>\-7'
Apu=—- [ V({t)-dr=--[ e dr=-""—+
0 0

T T AT
mit . A-7)2
e M =1-A-7+ (A7)
2
AT AT
ARM:l?T; PFDRlefARM:T (102)

V(t) Uberlebenswahrscheinlichkeit als Funktion der Lebensdauer.

ArM Verfiigbarkeit als mittlere Uberlebenswahrsch. wenn Reparatur bei nichster Wartung.

T ‘Wartungsintervall.
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Sofortreparatur Reparatur bei der ndchstenWartung
1 === —t PFD®
V()4 ~\ MTTR
0
AV MTTR

Wenn erkannte Ausfille sofort beseitigt werden, ist die PF'D der Anteil der Reparaturzeit an der mittleren
Zeit zwischen zwei Ausfillen:

PFDR = yrppparerg = A MTTR  fiir A\- MTTR < 1 (103)

Wahrscheinlichkeit der Nichtverfiigbarkeit insgesamt:

PFD:’UIR-PFDIR-I-(l—?’]IR) -PFDRM

-
=N MTTR+ (1 — nig) - TT (104)

NIR Anteil der Ausfille, die durch Sofortreparatur beseitigt werden.

PF Dir ‘Wahrscheinlichkeit der Nichtverfiigharkeit bei Sofortreparatur.

PFDgrnv  Wahrscheinlichkeit Nichtverfiigbarkeit, wenn Reparatur bei nichster Wartung.
MTTR Mittlere Reparaturzeit (Mean time to repair).

PFD Wabhrscheinlichkeit der Nichtverfiigbarkeit bei Anforderung.

Beispiel 3.17 PFD

Ausfallrate 1076h~!, Anteil der Ausfille, die sofort beseitigt werden 75%. Wartungsintervall 2 - 103 h,
mittlere Reparaturzeit 4 h.

A=10"Sh"1, ng = 75%, 7 = 2-103h, MTTR = 4h.

Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit PFD der Nichtverfigbarkeit durch Ausfall?

PFD =mg-A- MTTR+ (1 —mg) - 27 (3.105)
. . 3
PFD=10"°h""-|0,75-4h+ 925-2:107h | _ 2,53-107*
R,_/ 2
3h 500 h

Zur Verringerung der PF'D bieten sich an:
e Verkiirzung des Wartungsintervalls 7 oder

e die Erhshung des Anteils g der sofort erkannten Ausfille durch bessere Uberwachung und Ein-
schalttests.

Die mittlere Reparaturzeit hat wenig Einfluss und diirfte sogar grofer sein, ohne dass sich die PFD
dadurch wesentlich erhoht.

A Ausfallrate (Failure rate).
NIR Anteil der Ausfille, die durch Sofortreparatur beseitigt werden.
T Wartungsintervall.

MTTR  Mittlere Reparaturzeit (Mean time to repair).
PFD Wahrscheinlichkeit der Nichtverfiigbarkeit bei Anforderung.
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Zuverlissigkeitsverlust durch Ausfille

A e r
T T T ———
T 21 3T 47 ¢t

MF-Rate nicht erkennbarer Fehler durch Ausfille
M Wartung (maintenance) + Fehlerbeseitigung
F  Ausfall (failure)

Fehler durch Ausfille mit kleinem (a

e beeintrichtigen statt der Verfligbarkeit die Zuverlédssigkeit und

e werden von Wartungs- und Einschalttests nur mit F'C < 1 erkannt.

Auch bei regelmifiger Wartung nimmt die MF-Rate mit der Nutzungsdauer zu und die Zuverléssigkeit
ab.

Ca Fehlfunktionsrate der Fehler durch Ausfille.

T ‘Wartungsintervall.
Minderung der Zuverlissigkeitsabnahme
A N : ; — :

71' 217' 3IT 4|T 1
MF-Rate nicht erkennbarer Fehler durch Ausfille
M Wartung (maintenance) + Fehlerbeseitigung
F Ausfall (failure)

e Prophylaktischer Tausch von Hardware, wenn ein Zuverlassigkeitsverlust wahrgenommen wird.
e Griindlicher Wartungstest.

e Ersatz Gesamtsystem, bevor sich durch Ausfille verursachte Fehler hiufen.

Ca Fehlfunktionsrate der Fehler durch Ausfille.
T Wartungsintervall.
Zusammenfassung

Ausfallverhalten von Hardware und Mechanik
Die Ausfallrate hat typisch eine Badewannenkurve:
e Nutzungsbeginn: Erhohte Ausfallrate durch Frithausfille.
e Nach den Frithausfillen ndherungsweise konstante Ausfallrate.

e Nach langer Nutzungsdauer Anstieg der Ausfallrate durch Materialermiidung.
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Zufallsausfille haben konstante Ausfallrate, exponentiell abnehmende Uberlebenswahrscheinlichkeit und
exponentialverteilte Lebensdauer:

V(t)=e M (3.97)
FL(t)=1—e?t (3.98)
Erwartungswert der Lebensdauer:
pL =% (3.99)
Fiir Systeme aus mehreren Komponenten Summation der Ausfallraten:
Asys = LT\ (3.100)

Erhohten Ausfallraten durch Frithausfille werden durch Voralterung und Materialermiidung durch recht-
zeitigen Ersatz umgangen.

Reserveeinheiten und Wartung

Bei kalter Reserve addieren sich die Lebensdauern und ihre Erwartungswerte:
[L.Sys = Doio ML (3.101)

Bei heifler Reserve vergrofert die erste Reserveeinheit die zu erwartende Lebensdauer um 50%, die zweite
um ein Drittel etc.:

HL.Sys = HLEK Yi—o 747 (3.102)
Regelmifige Wartung und Fehlerbeseitigung nur zu den Wartungszeitpunkten:

PFDgy = 27 (3.103a)

Wenn zuséatzlich zur regelmafligen Wartung erkannte Fehler durch Ausfille sofort beseitigt werden:

PFD =mg - A MTTR+ (1 — ) - 27 (3.105)

Fehler durch Ausfille, die von den Wartungstests nicht erkannt werden, veringern die Zuverlissigkeit mit
der Nutzungsdauer.



