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1. Frequenzraum

Frequenzraum, Spektrum

Funktionsraum, in dem ein periodisches Zeitsignal als Summe
komplexer Exponentialfunktionen dargestellt wird:

M
a(t)= D X(m)-met
9 . =M Darstellung komplexer
wo = 7 Grundkreisfrequenz Amplituden durch
Tp Signalperiode Betrag und Phase
ji=+-1 imaginare Einheit
X (m) komplexe Amplitude! ImT S x X(m)
_ ; x>
m = f-Tp Frequenzindex O
¢ \ Phase
f Frequenz
—>
‘ Re

Tkomplexe Amplitude X (m) = | X (m)] - /9™ . | X (m)| - Amplitude; ¢.,— Phase
der Zeitfunktionssummanden ., (t) = X (m) - eJ ™ot
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1. Frequenzraum

Wozu Signaldarstellung im Frequenzraum?

m Im Frequenzbereich wird ein periodisches Zeitsignal z(¢) durch die
komplexen Amplituden X (w) der summierten Zeitfunktionen
X (w) - e/w't dargestellt.

m Die Umrechnung z(t) — X (w) ist umkehrbar eindeutig.

m Die komplexen Spannungs- und Stromamplituden U und I sind
nicht nur an R, sondern auch an C und L zueinander proportional.

m Lineare Systeme aus Quellen, R, C' und L bilden sich auf ein
lineares frequenzabhangiges Gleichungssystem ab.

Der Frequenzraum ist ein Mittel zur Beschreibung linearer Schaltungen mit
zeitverdnderlichen Quellen, R, C und L durch ein lineares Gleichungssystem
statt durch ein DGL-System.
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1. Frequenzraum 1. Fouriertransformation

Fouriertransformation

m Mathematische Grundlage der Signaldarstellung im
Frequenzraum ist die Fouriertransformation.

m Eine Funktion f (a) mit der Periode 2 - = wird durch eine
Fourierreihe

M
fum (a) = Z X -cos(m-a+ @m)
m=0
(X, — Amplitude; ¢,,, — Phasenverschiebung) angenahert.

m Nichtperiodische Signale werden durch ein Signal mit unendlicher
Periode angenéahert.
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1. Frequenzraum 1. Fouriertransformation

Beispiel: Fourierreihe einer Rechteckfunktion

= f3(a) =7 (cos(a) - W)
m fy(a) = % : (COS (a) — COS(;"“) + 005(55'a) _ COS(77~a) n cos(gg.a))
] o TN ~— ~
-1 1 \/\/ \/\/
o] o T AmEE o
1y A L

T T T T T 1
-7 0 s >
a

(@) =20 sin (T - coslmea)

G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU-Clausthal (E1F7.pdf) 25. Januar 2024  8/85



1. Frequenzraum 1. Fouriertransformation

(@) =20 sin (T - eoslmea)

fo)] 611  A— —
B [ VO —J

fso(a )T 1*_’"”1 fmﬂ f»-——-— [ OU0 Tu(t)
R [ P — Uy

r T T T T T T T 1

—T 0 ™ a

—_—
-1 -0,5 0 05 £ 1

Achsenbeschriftung fiir ein formgleiches Spannungssignal

m Formgleiches Spannungssignal:

M
u(t):4.U0 . Z sin(%>'%~cos(m~wo~t)

0 m=1 N——
0,1,0,—1,.

(wo = 2= — Grundkreisfrequenz; Tp — S|gnalper|ode)
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1. Frequenzraum 1. Fouriertransformation

Bandbegrenzung XM

Band: Frequenzbereich
bandbegrenzt: | X,,| =0 fir 7 > fimax

Summationsgrenze: M < fuax - TP

Die Spannungen und Strome in realen Schaltungen sind bandbegrenzt oder
werden als bandbegrenzt angendihert.

m uc und i, kdnnen sich nur stetig &ndern.

m Eingebaute und unvermeidliche parasitéare C' und L bewirken
Bandbegrenzung.

m Bandbegrenzter Sprung:

m Sprung abziglich der Kosinusterme U
der Frequenzen 7 > fmax T }jm,
t
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1. Frequenzraum 1. Fouriertransformation

Ubergang zur komplexen Exponentialfunktion

m Zusammenfassung (X,,, ¢.,) zu einer komplexen Zahl X

Definition der komplexen el* = cos(a)+j-sin(a)
e-Funktion: e7® = cos(a)—j-sin(a)
umgestellt nach cos (a) cos (a) = 3 - (7" +e77%)

m Ersatz der Kosinusterme fir m # 0:
Xy -cos(m-wo-t+@m) =X (m)-ed™wot 4 X (—m) . e~ (mwot)
mit X (m) = 2= . e/%m und X (—m) = Em . e77"¢m
m Fourierreihe mit komplexen e-Funktionen:
M

z(t) = Z X (m) - o mwo-t

m=—M

=X (0)+ Z (21X (m)] - cos (m - wp - t + Phase (X (m))))

m=1
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1. Frequenzraum 1. Fouriertransformation

Fourierreihe mit komplexen e-Funktionen

M
x(t) = Z X (m) - &J mwort
m=—M
m (M — Frequenzindex des Signalanteils mit der héchsten
auftretenden Frequenz) neue Summationsgrenzen:

M <m<M

m Die komplexen Amplituden der negativen Frequenzen # 0 sind die
konjugiert komplexen Amplituden der positiven Frequenzen und
betragsmafig halb so grof3 wie die Amplituden der Kosinusterme:

X (m) = le e’ und X (—m) = % Ledem

m der Gleichanteil bleibt:
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1. Frequenzraum 1. Fouriertransformation

Zeitdiskrete Fouriertransformation

Umkehrbarer Algorithmus zur Berechnung von
m N komplexen Amplituden eines bandbegrenzten Signals aus

m N aquidistanten Abtastwerten einer Signalperiode

v w(0) ... u(4) ... u(8) ...u(12) ... Abtastfolge einer Periode
v ¥

Jolh e il v A

Tp =16 - T Th =1s
(Tp — Signalperiode, Tx» — Abtastintervall).

m Die Anzahl der Abtastpunkte N sei geradzahlig, im Idealfall eine
Zweierpotenz (siehe spater fft()).

m Voraussetzung ist die Einhaltung des Abtasttheorems.
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1. Frequenzraum 1. Fouriertransformation

Abtasttheorem

Der Signalanteil mit der héchsten Frequenz muss mehr als zweimal je
Periode abgetastet werden:
N>2-M

Bei Verletzung des Abtasttheorems

m sind im Grenzfall N = 2- M Amplitude und Phase /('\

des Signalanteils mit der héchsten Frequenz nicht / \\'
eindeutig festgelegt.

m Fir N < 2. M gibt es ein Kosinussignal mit geringerer Frequenz
mit derselben Abtastfolge (Aliasing):

fi=4-fo f2=2-fo
1,5 T 3-Ta fl<

M/ \M/ 0 1 2 3 4 ,
D Ta Tp = 6-Ta 5 ’
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1. Frequenzraum 1. Fouriertransformation

Ausgangspunkt fur die Herleitung der Fouriertransformation ist die
Fourierreihe eines bandbegrenzten Signals:

M
I(t) Z X (m) . ej-m-wo-t
m=—M

Abtastzeitpunkte: ty = 2B
Grundkreisfrequenz: wo = 2%

Exponent: M- wo - by = 2
Abtasttheorem: ml <M< ¥

= Indexerweiterung um m = —& mit X (- %) = 0 zur Angleichung

der Anzahl der Zeit- und Frequenzwerte.
m Signalwerte zu den Abtastzeitpunkten ¢, = n - Ta:

z(tn) = z(n) = X (m) - R
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1. Frequenzraum 1. Fouriertransformation

m Die Berechnung von N Zeitwerten xz(n) aus N Frequenzwerten
X (m) erfolgt Uber die Lésung eines linearen Gleichungssystems
aus N Gleichungen mit N Unbekannten:

z(0) X(-%)=0
z(1 X(-3+1
W) o | XC=+Y
:U(N.—l) K(%.—l)

Q —N x N-Matrix mit den komplexen Koeffizienten:

Die Determinante det (Q) ist ungleich null. Damit ist die Transformation
umkehrbar.
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1. Frequenzraum 1. Fouriertransformation
Berechnung der komplexen Amplituden aus der Abtastfolge:

X(-¥)=o0 z (0)
X (-3 +1) ) z (1)

: =Q :
X(¥-1) (N -1)

Q! =N x N-Matrix mit den komplexen Koeffizienten:

S 2-mmen
N

—-J

1
an—N

Die Berechnung der komplexen Amplituden fiir eine Abtastfolge eines
bandbegrenzten Signals erfolgt iiber die Losung eines linearen

Gleichungssystems.

Praktische Berechnung:
m FFT (Fast Fourier Transformation) und
m IFFT (Inverse Fast Fourier Transformation).
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1. Frequenzraum 2. FFT/Matlab

FFT/Matlab
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1. Frequenzraum 2. FFT/Matlab

Von der Matrixmultiplikation zur FFT

m Zirkulare Verschiebung der Frequenzindizes der negativen
Frequenzen um N in den positiven Bereich:

N
A _
3 S 2.mmen Nl 2w (m—N)n
z(n) = X(m)-¢ N+ X(m—N)- ¢ N
m=0 'm:+%
o N irio
fir 0<m < 5 (positive Freq.) fiir *%Sm<0 (negative Freq.)

j-2m-Nem

Der hinzukommende Faktor e=“~~ — ist eins und entfallt.
m Mit X (m — N) = X (m) bleibt die Gleichheit erhalten. Die
Transformationsvorschrift mit dem zirkular verschobenen

Spektralvektor

2-w-m-n
N

z(n) = 2_: X (m)-e”

mit X (m) = X (m — N) fur m > £ liefert dieselbe Zeitfolge.

25. Januar 2024
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1. Frequenzraum 2. FFT/Matlab

N-1
v(n) = 30 X (m) - HH
m=0
m Darstellung der Exponentialterme als Potenzen der Hilfsvariablen
- 2.7
v=¢el'N
Ergebnis:
N—-1
z(n) = Z X (m)-om™"
m=0

m Aus historischen Grinden wird statt der komplexen Amplituden
der N-facher Wert berechnet:

W (m)=N-X(m)
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1. Frequenzraum

2. FFT /Matlab

Die inverse zeitdiskrete Fouriertransformation (IFFT) berechnet die
Abtastfolge aus den N-fachen komplexen Amplituden mit den um N in
den positiven Bereich verschobenen Frequenzindizes der negativen

Frequenzen:
z(0)
z (1)
z(N—-1)
mit:
’UO
0
1 v
V=1 5
’UO
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1. Frequenzraum 2. FFT/Matlab

Die zeitdiskrete Fouriertransformation ist die inverse Operation
(Umkehrung) davon:

W (0) z (0)
W (1) z (1)
) =N-V .
W (N —1) z (N —1)
mit:
° vt v (NED)
0 2 L. 2(N=D)
N.-V!l=

W0 g~ (N=D U—(N—1)2
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1. Frequenzraum 2. FFT/Matlab

Transformationsergebnis < Spektrum

|X| T <@=)> Indextransformation

T T [] Amplitudenskalierung
T T £

4

4

Tp

-2 0 4 6 8 10 12 14 k
T T T T T T T T T T T T T T T T
1 5 10 15 Index in Matlab
Ol T ll T i| T L| |__I8 I__I6 I__!4 I__I2 T f
> Tp T Tp Tp Tp Tp
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1. Frequenzraum 2. FFT/Matlab

Schnelle Fouriertransformation (FFT)

m Die FFT (Fast Fourier Transformation) ist ein Algorithmus, der
durch geschicktes Ausklammern die Anzahl der komplexen
Multiplikationen und Additionen von N2 auf im giinstigsten Fall
N -log, (N) reduziert?.

m FUr die IFFT (Inverse Fast Fourier Transformation) gilt dasselbe,
nur mit inverser Transformationsmatrix.

m Matlab-Funktionen:

W=fft (x); % fast fourier transformation
x=ifft (W); % inverse fast fourier transformation

(x — Abtastfolge; W — transformierter Frequenzvektor).

2Der giinstigste Fall ist, wenn N eine Zweierpotenz ist. Die bevorzugten Werte fiir die
Anzahl der Abtastpunkte sind entsprechend 16, 32, 64, 128, 256, 1024, ...
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1. Frequenzraum

= In Matlab beginnt die Indexzahlung mit Eins:

2. FFT /Matlab

|X|T <@ Indextransformation
T ]’ T ]’ T T T T T T [] Amplitudenskalierung
ﬁ O ? T T T T T T T T T ?
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 m
_IS T _IG T _|4 T _|2 T T T T T i T é T
T Tp Tp 1Tp 0 Tlp T Tp f

T o T T T T
-2 0 4 6 8 10 12 14 k
r T T T T T T T T T T T T T T T
1 10 15 Index in Matlab
OI T 2I T 4 T 6I T _I8 T _I6 T _:1 T _I2 T f
T Tp T Tp Tp Tp Tp
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1. Frequenzraum 2. FFT /Matlab

Beispiel fiir die Berechnung und Darstellung
eines Spektrums

m Eingabe und Darstellung der Abtastfolge des Zeitsignals

TP = 1; % Periodendauer in s

N = 276; % Abtastwerte je Periode

u =[] ... 1; % Vorgabe der N Abtastwerte
t = (0:N-1)+«TP/N; % Folge der N Zeitwerte

subplot(3,1,1);
plot(t,u);

0 02 04 06 08 —>

tins

N

6 Darstellung Zeitfunktion
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1. Frequenzraum

2. FFT /Matlab

m Berechnung und Darstellung des Spektrums

u

fft(u)/N; % Berechnung des Spektrums

f = (0:N/2-1)/TP; % Vektor positive Frequenzen
subplot(3,1,2); % Betrag der kompl. Amplituden

stem(f ,abs(U(1:N/2)

));

1
()] T 0.1]

0a01'TTTTTTTTTTTTTTTT?T?T?T?T?T?T?T?

subplot(3,1,3);

—
5 10 15 20 fin Hz 30

% Phasenverschiebung

stem(f,angle(U(1:N/2))); % der kompl. Amplituden

3

Phase(U(f)) T .

-3

lH°rTTTTTTTTTT

JRP R S S RN A

0
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1. Frequenzraum 2. FFT /Matlab

Wurde das Abtasttheorem eingehalten?

m Zeitfunktion fir 300 statt 64 Abtastwerten je Periode:

for n=1:300; % flir 300 Zeitwerte
t(n)=(n-10)/200;% Abtastzeitpunkte festlegen

u(n) = U(1); % mit Gleichanteil initialisieren
for m=2:32 % fiur die 31 Spektralwerte mit >0
u(n)=u(n)+2«real (U(m)xe”(j*2+«pixf(m)xt(n)));

end;

end;

plot(t, u);

Abweichungen zwischen
Vorgabezeitsignal und
Zeitsignal zum Spektrum,
Abtasttheorem verletzt

uinVTl

0 02 04 06 08 1 ——

Periode
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1. Frequenzraum 3. komplexe U, I, R

komplexe U, I, R
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1. Frequenzraum 3. komplexe U, I, R

Komplexe Spannungen und Stréme

= Die folgende Theorie basiert auf dem Uberlagerungssatz und gilt

nur fir lineare Systeme.
m In linearen Systemen kénnen alle periodischen Quellenwerte in
eine Summe komplexer Exponentialterme vom Typ

u(t) = Q(w)vevj“’t
i) = I(w) -

(U (w) — komplexe Spannung; I (w) — komplexer Strom; w —
Kreisfrequenz) zerlegt und die Berechnung der gesuchten Stréme
und Spannungen fiir jede Kreisfrequenz w extra durchgefiihrt
werden.

m Die Gesamtstrdme und -spannungen sind dann die Summe der
Stréme und Spannungen fir jede Kreisfrequenz w, flr die die
berechneten komplexen Stréme bzw. Spannungen ungleich null
sind.
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1. Frequenzraum 3. komplexe U, I, R

Komplexer Widerstand Z = %
Widerstand: v = R - i:
Q'GJWt — R'l'eth
v _
Z=7 = R
Kapazitat: i = C - 44:
) d (e?@t .
[ = C-U (Zt ):jwc.g.ewt
A
Z= I jwC wC
Induktivitat: u = L - 4
A d (e7vt .
Q'EJWt — Ll (Zt ):ij.l.ert
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1. Frequenzraum

Zeigerdarstellung

3.

komplexe U, I, R

Komplexe Spannungen, Strdme und Widerstande besitzen einen
Betrag und eine Phase und lassen sich als Zeiger in der komplexen
Ebene darstellen. Fir den komplexen Widerstand:

L odez _ |UJ-e7PU
|Z‘ € - u‘.ejm

ist der Betrag
12| =7

und betragt die Phasenverschiebung:
Yz = YU — ¥I1

An der Kapazitat ist die Spannung

zum Strom um 7 /2 verzdgert.

An der Induktivitat eilt die Spannung
dem Strom um /2 voraus.
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1. Frequenzraum 3. komplexe U, I, R

Gibt es wirklich imagindre Spannungen und Strome?

m FUr die Spektralanteile der einzelnen positiven und negativen
Frequenzen ja, in einem reellen Signal jedoch nicht.
Warum?

= Weil ein reelles Zeitsignal zu jedem Summanden | X| - e’“t*¥ die
konjugiert komplexe Zeitfunktion | X| - e~ U«t+#) enthalt. Die
Summe beider

|X]| . eJwtte 1X| Lo Uwt+e)
|X| - (cos (wt + @) + j sin (wt + )
+ X[ - (cos (— (wt +¢)) + jsin (— (wt + ¢)))
=2-|X| " cos (wt + )
reell ist.
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1. Frequenzraum 4. Schaltung = Gleichungssystem

Schaltung = Gleichungssystem
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1. Frequenzraum 4. Schaltung = Gleichungssystem
Kirchhoffsche Satze fiir komplexe U und 1

Uy

15

~
w
\ANANS

] @
2

K1: ’il—?:Q—i3 = 0
K2: ig—i4—i5 = 0
M1 : UL+ U = U
M2: —us4uz+us = 0
M3 —ug+us = 0
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1. Frequenzraum 4. Schaltung = Gleichungssystem

(751 Uus3

il — ll . ejwt
7;5 — 15 . ejwt
Uy — Ql.ejwt:Rl.ll.ert

— L ajwt 1 . L ajwt
Ug = U, -&“"=(Ry+ T Cs I, e

— L pJwt 1 . L ajwt
us = Uz e =(Rs+ 5005 I;-e
m — Q4~eJ“’t:R4-l4~eJ“’t
Uus = U, Lelwt — jwlLs - I . eJwt
Ue = U, - elwt

Der zeitabhér@ige Term e/« kiirzt sich aus allen Gleichungen heraus.
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1. Frequenzraum 4. Schaltung = Gleichungssystem

Die kirchhoffschen Satze gelten auch fiir die komplexen Spannungen
und Stréme:

1 -1 -1 0o 0
0 0 1 -1 -1 L 0
1 =2
R (Re+ 55 0 o 0 L |=| L
1 1 I 0
0 —(Re+5y) (Ra+ids) Ra 0 L 0
0 0 0 ~Ry jwLs %5
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1. Frequenzraum 4. Schaltung = Gleichungssystem

Zusammenf assung

m Die Schaltungsanalyse im Frequenzbereich erfolgt nach
demselben Formalismus wie fur den stationaren Zustand, nur
dass die Spannungen, Stréme und Widerstande durch die
komplexen Spannungen, Stréme und Widerstande ersetzt sind.

Schaltungsanalyse fir periodische Eingabesignale:
m Eingabezeitsignal = Abtastfolge.
m Berechnung des Spektrums aus der Abtastfolge.
= Wiederhole fiir alle Frequenzen des Spektrums?:
m Berechnung der gesuchten komplexen Strdme und Spannungen.
m Rucktransformation der Ergebnisspektren in Zeitfolgen.

3Eine zeitdiskreten Analyse wiederholt die Lésung des Gleichungssystems fiir alle
Abtastzeitpunkte. Rechenaufwand vergleichbar hoch.
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1. Frequenzraum 4. Schaltung = Gleichungssystem

Stationarer Betrieb als Sonderfall w=0

m Basisfunktion:
d 0t =1

komplexe Spannung = stationdre Spannung:
U.2m0t _ 7
m komplexer Strom = stationarer Strom:

270t
1.7 =71

Induktivitédt = Verbindung:
X, =7-0-L=0
Kapazitat = Unterbrechung

— 00
- w—>0j-w-C

Die Schaltungsanalyse flr den stationédren Betrieb entspricht im
Frequenzbereich dem Sonderfall w = 0 (bzw. m = 0).
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1. Frequenzraum 5. Handwerkszeug

Handwerkszeug
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1. Frequenzraum 5. Handwerkszeug

Schaltungsumformungen und Vereinfachungen

Aus der Gultigkeit der kirchhoffschen Satze fiir die komplexen
Spannungen und Stréme folgt, dass auch der gesamte
Werkzeugkasten fir die Schaltungsanalyse auf die

Schaltungsmodellierung mit komplexen Spannungen und Strémen
Ubertragbar ist.
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1. Frequenzraum 5. Handwerkszeug

Zusammenfassen komplexer Widerstande

m Reihenschaltung

U U
%Zdes:_Tl_F :Z1+Z2

Zp,=R+j-w-L
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1. Frequenzraum 5. Handwerkszeug

m Parallelschaltung

001 0,1 1 10 100
B —

w-VL-C

1

Zpic = Zgi || Lo = 1
R+j-w-L
R+j-w-L
14j-w-R-C—w?-L-C
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1. Frequenzraum 5. Handwerkszeug

Spannungsteiler
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1. Frequenzraum 5. Handwerkszeug

Frequenzgang eines RC-Glieds
R U, LA
—— v T 0,1 - \\
U. ( o 1 ) U, 0,01 -

mZ,=Rund Z, =

1 .
JjwC' "
1

=
U, =U, -2~ e

R+ 25 1+j-w-R-C

Fir niedrige Frequenzen ist die Ausgangsspannung gleich der
Eingangsspannung. Fir hohe Frequenzen nimmt ihr Betrag
umgekehrt proportional mit der Frequenz ab.
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1. Frequenzraum 5. Handwerkszeug

RLC-Spannungsteiler

) 10 =714
; ET %Z%ﬁg
) =071
U, L
0,1}
c )U
N I a 0’01 L .
0,1 1 s v
wo
ﬁ 1
u, = Qc'R-i—j-:}-L"‘j.wl-c_Uc.lJrj'Qizo(:;)2 N

Q=% \/%— Glte, wg = 1/v L - C — Resonanzfrequenz. Mit Q ~ 1 ist
das ein Tiefpass und mit Q > 1 ein Bandpass.
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1. Frequenzraum 6. Transistorverstirker

Transistorverstarker
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1. Frequenzraum 6. Transistorverstirker

Der Frequenzgang der Stromverstarkung

Die Verstarkung eines Bipolartransistors hat eine vergleichbare
Frequenzabhangigkeit wie die Ubertragungsfunktion eines RC-Gliedes:

1
B=Po ——F
1+7- o
Bo — Grundverstarkung 8 1
fo — Grenzfrequenz Bo 01 - \\
0,01 -
001 001 1 10 £
Fur hohe Frequenzen f > f: fo
1 . Bo- .
Brpfo—F =-7- Offo Z—]'J;T
J %

fr = 6o - fo — Transitfrequenz (Frequenz fir \§| =1).

G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU-Clausthal (E1F7.pdf)

25. Januar 2024  48/85



1. Frequenzraum 6. Transistorverstirker

Der Frequenzgang der Verstéirkung eines
Verstarkers

m Beim Aufbau eines Transistorverstérkers wird die Verstarkung der
Gesamtschaltung mit externen Widerstéanden eingestellt.
m Dabei gilt tendenziell: Verstarkung | Grenzfrequenz 1

Ersatzschaltung fir f =0

U
Uy Ry 1, X Bo-Is Rc

Ersatzschaltung fir f # 0
Ua Ro Ip B-1g  Re

Ue ( Rg L(? —1 REQ (~ )Q
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1. Frequenzraum 6. Transistorverstirker

Ro Iy BIs R

QeﬁCF RE” i )U,

U. = (Ro+Re-(145)) Iy
U, = —Rc-p-Ig
Rc-8-U,
~ Rq+Re-(1+5)
Rc-Uq

(RQ+RE)'é+RE

1,7 f
_ﬁo+ fr

|~
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1. Frequenzraum 6. Transistorverstarker

U, - - Rc - U, 4 _ UUO'%e 2)
(RQ—FRE)'(%—F%)—FRE 1+h
Far niedrige Frequenzen betragt die Verstarkung:
Rc Rc

(Rq+Rp)-++Re  Re

Die Grenzfrequenz der Spannungsverstarung fvo, bei der die
Verstarkung auf das vyo/v/2 abgesunken ist, betragt:

fr- ((RQ +Rg) - 5 + RE) Rg
fvo = (Rq + Rr) NfT'RQJrRE
Fir einen Quellenwiderstand Rq < Ry ist die Grenzfrequenz der
Spannungsverstarkung nahezu die Transitfrequenz fr der

Stromverstérkung des Transistors. Fir eine hochohmige Quelle ist die
Grenzfrequenz wesentlich geringer.

vyo =
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1. Frequenzraum 6. Transistorverstirker

Basisschaltung

m Die Basis liegt (fur f # 0) auf dem Bezugspotenzial.
m Transistorverstarker flir hohe Frequenzen und Bandbreiten.

Ersatzschaltung f =0

Uv 1+ﬂ0

fie CE User @ %3) Ov

Ersatzschaltung f # 0

Ug /3
Rg, Re Iy 8 Iy Re

R e Rt
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1. Frequenzraum 6. Transistorverstirker

b
Rg Iy 18 “F R¢
| | a (4_
Ue(? J )Qa
Ue
lE = _EE
U = _B-Bo-ly  Rc-U,
- 1+8 1
P RE'(1+ﬁ)
U Rc-U, N Rc-U, _wuo U,
= . 1, it P it 14 4L
Re (1+Bo+]f’r) Rg (1+JfT) +fV°

Die Verstérkung fir niedrige Frequenzen betrégt:
vuo & Rc/RE
Die Grenzfrequenz der Spannungsverstarkung fyvo (fir vyo/v/2) ist
etwa die Transitfrequenz der Stromverstarkung:
fvo =~ fr
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1. Frequenzraum 6. Transistorverstirker

Arbeitspunkt

m Der Arbeitspunkt beschreibt die Spannungen und Stréme im
stationaren Zustand.

m Der Transistor muss fur den gesamten nutzbaren Ein- und
Ausgangsspannungsbereich im Normalbereich arbeiten.

m FUr einen gro3en Ein- und Ausgangsspannungsbereich ist der
Arbeitspunkt etwa in der Mitte des Verstarkungsbereichs zu legen.

. linearer Arbeitsbereich

v, 1
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1. Frequenzraum 6. Transistorverstarker

Einstellung des Arbeitspunktes:
m Uber den Gleichanteil der Eingangsspannung u,. oder
m eine Gleichspannungsquelle in Reihe zur Eingangssignalquelle.
Alternative:
m Nur Spektralanteile mit einer Frequenz f > f, verstérken (f, —
minimale Nutzfrequenz).
m Der Frequenzbereich darunter und der stationare Betrieb werden
fur die Einstellung des Arbeitspunkts genutzt.
m Trennung von Gleichanteil und Nutzsignal mit RC-Gliedern.

Uy Uv -
Ue ( U ’ ; U
Ue.ap ( B Ue (5“’ ( L)

Uoap Gleichspannung zur Arbeitspunkteinstellung
«[:} Transistorverstarker
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1. Frequenzraum 6. Transistorverstirker

Typischer Signalverstarker

. I—1 .
Signalquelle R, R¢ Cs Empfanger

(& I

Rq
- Q Ry|| Re E W a Rgp
1 T

m Fir die Arbeitspunkteinstellung (stationdrer Zustand) sind die
Kapazitaten Unterbrechungen. Mit dieser Ersatzschaltung werden
R1, Ro, Rg1 und R¢ geeignet festgelegt.

m Im Frequenzbereich des Nutzsignals seinen alle Z
vernachlassigbar klein. Mit dieser Ersatzschaltung werden C; bis
Cs und Rpo festgelegt.
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1. Frequenzraum 6. Transistorverstirker

Arbeitspunkteinstellung

- Uy Richtwerte
Ry s Ro )URC ~ 40% - Uy
~10-Ip UBEFﬁ v Bo - I )UCE ~ 40% - Uy
ft2 ) User + Urer Ry )URE ~ 20% - Uy

Beispiel:
m gegeben: Uy =5V, fy = 100, Upgr =~ 0,7V und Rc = 1kQ
m gesucht: Rg1, Ry und Ry
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1. Frequenzraum 6. Transistorverstarker

Ir1 ~ 220 pA ‘R Uy =5V
Upy ~ 3.3V fe )URCMV
g I ~ 20 uA
Ic ~ 2mA
Iro ~ 200 pA Ugr = 0.7V Y0 Is )UCE ~ 2V
Ry )UR?NL?V Rg: )UREzlv
IE ~ 2mA
Y
~ —— ~ 5000
R 2mA
33V
=~ ’ ~ 0
= 220 iA 15k
1
Ry =~ TV ~ 8,6 kQ

200 pA
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1. Frequenzraum 6. Transistorverstirker

Ersatzschaltung im genutzten Frequenzbereich

Rq Za Iy B-1g
- . . ()
U, ( YA Zcs
Ri|| Ro Req Re
RE2 REE ) Qa
% 1
2ZRQ Iy é =B QZRC =y Qe.ers

Upors = F1 - U ﬁCFE ZrE ﬂ Zro ﬂ))Ua =ky-Uzrc

Ersatzschaltungsparameter:

Zng = (RQfL) | Ry || Ro

R Ri || Ro
o (R R2) + R

G. Kemnitz - Institut fiir Informatik, TU-Clausthal (E1F7.pdf)

25. Januar 2024  59/85



1. Frequenzraum 6. Transistorverstirker

Rq Zo Iy B Iy
Q( AS A
Rl R2 REl RC
Rpo REgg ) U,
ZRQ Iy Uzrc =00 " Us.ers
—eem:f U((F ZRE|| ZRC||> Ua:EQ'QZRC
Zpyr = (RE2 — 70) || Re1
ZRC = (REE - T) || RC
b — Rgg _ Jjw-C3-Rgp
i%) -
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1. Frequenzraum 6. Transistorverstirker

Z -1
£RQ I ° ﬁe_SB QZRC =y~ QeAers
Ucors = ka 'Qeﬁ Zre ﬂ Zro ﬂ))Ua =Fky-Uzrc

Die Spannungsverstarkung dieser Ersatzschaltung wurde bereits auf
Folie 51 in Gl. 2 hergeleitet:

vy = %ZRC _ _Zlic - P _%RC
Yeers (ZRQ +ZRE) . (% + ing) +ZRE f<Lfg 4ZRrE
Die gesamte Verstarkung ist um die beiden
Spannungsteilerverhaltnisse kleiner:
Ua ZRC
) === —k., - ko-v -~ -k, -k, =
~ZU.ges U vl 27 ZU F<fs 2l 2 ZRE

—€

25. Januar 2024
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1. Frequenzraum 6. Transistorverstirker

. R R
Signalquelle 5 11{ ) ?{ Cy Empfianger

(&

Rq f
Il Cy
Uy,
te ( R:[] Bei[] g =
T 8,6kLl 500 B2 EE

Weitere Entwurfsschritte (am einfachsten mit Matlab oder einem
Simulator durch Probieren):
m Mit Rg> gewlinschte Spannungsverstarkung einstellen.
m (1 bis C; so festlegen, dass vy .4 bis zur unteren Nutzfrequenz
auf nicht weniger als das 0,707-fache absinkt.
m Kontrolle der Verlustleistungen,
m Kontrolle Uber die gesamten Toleranzbereiche, ...
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1. Frequenzraum 7. Operationsverstarker

Operationsverstarker
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1. Frequenzraum 7. Operationsverstirker

Frequenzgang eines Operationsverstarkers

1 1

S U
1+].ﬁ %—'_jfiT

voo — Verstarkung fir niedrige Frequenzen; f, — Grenzfrequenz;
fr = woo - fo — Transitfrequenz.

Vg = Voo *

Idealer Operationsverstarker vyg — oo:
. _ fr
o (o) ==

Nur mit Riickkopplung haben Schaltungen mit Operationsverstérkern
einen linearen Arbeitsbereich?. Der nutzbare Frequenzbereich hangt
von der Transitfrequenz und der Rickkopplung ab.

*Voraussetzung fiir die Schaltungsanalyse im Frequenzbereich.
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1. Frequenzraum 7. Operationsverstirker

Nicht invertierender Verstarker

1000 4 < wvyg — 00
Ry
— ’g 1 100 “ < Vuo = 100
U
‘ ) U, = 1) i — V0 = 10
Qc 1

R 1 T T - | p—

! 1073 1072 10! 1 _f

Vuo = LII;RZ Jfr

Ry
U,=v,- (U, ——2 .U
e Tl (% Ri+ Re H*)

% 1 _ 1 _ Vuo
U L Ry L4 17 s wuof
- vy Ri+R2 Yo Vuo J fr +1

Die Grenzfrequenz des Verstéarkers ist der Quotient aus Transitfrequenz
des OV’s und der eingestellten Verstérkung fvo = fr/vuo-
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1. Frequenzraum 7. Operationsverstarker

Der nutzbare Frequenzbereich von null bis zur Ubergangsfrequenz der
Spannungsverstarkung wird auch als Bandbreite bezeichnet.

Fur mit Widerstanden riickgekoppelte Operationsverstarker ist das
Produkt aus Verstarkung und Bandbreite gleich der Transitfrequenz. J

Anhnliches gilt auch fiir andere Verstéarkerschaltungen.

Fir Frequenzen f < fyo lasst sich der Frequenzgang durch die
Rickkopplung einstellen.
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1. Frequenzraum 7. Operationsverstirker

Im Frequenzbereich f < fy

eru:l>_l)lf Ueﬁl - L

Verstarkung des nichtinvertierenden Verstarkers?®:

Z,+ Z,
= ———-- 3
U, A U, (3)
Verstarkung des invertierenden Verstéarkers:
Z,
U, Z U (4)

5 Vorausgesetzt, die Phasenverschiebung dndert die Riickkopplung fiir keine Frequenz f in eine
Mitkopplung. Denn sonst schwingt die Schaltung.
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1. Frequenzraum 7. Operationsverstarker

Nicht invertierender Verstarker mit
RC-Beschaltung

Zz =R
Qeﬁ )Qa
1 Li=qeT L
1
1 — j(d_0’ L9 — R
Ubertragungsfunktion:
.
Qa:%'ge:(l—i_‘jw'R'C)'ge
jwC

lim |v| — oo deutet auf Stabilitdtsprobleme, d.h. Schwingungsneig.
w—r00
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1. Frequenzraum 7. Operationsverstarker

Invertierender Verstarker mit RC-Beschaltung

Ry fz
Zy = IT+jw-R2-C {
C
Z, =Ry ¢+—
—1—
QeC )U
Il N
Ry
Z,=Ry;, Zy= —————
44 Rla—2 1—|—JQJRQC
Ubertragungsfunktion:
U = — R2 * U

2T TR -(I+jw-Ry-C) —°
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1. Frequenzraum 7. Operationsverstarker

Nachbildung des RLC-Spannungsteilers

Ucs
“ I
L1
N Y R
( B KR (L AU=of I >t—
e @ CzI)QCD@ )—a

K: I —I,+I3 = 0
M1 Rl.ll—’_(RQ—’_j'w;'Cz L, = U,
1 _
M2 T jwCo L+U, = 0
M3 —Rz'lg—ﬁ'l\g =0
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1. Frequenzraum 7. Operationsverstarker

Auflésen nach U, (U,,) durch eliminieren der 3 unbekannten Strome:
_ U,
—a 14j - w-C2-(Ri+R2)—w? - Ri-Ry-Cs-Cs
Das ist derselbe Typ von Ubertragungsfunktion wie fiir den
RLC-Spannungsteiler auf Folie 46:

U
Qa = — 2
I+ quo o (:70)
Ein Koeffizientenvergleich 10
e U Q=714
ergibt fir die ‘U— ! & Z 9786
Resonanzfrequenz: ] Q=143 |
_ 1 Q=071
Wo = TR R, Ca Cs
und fur die Gute: 0,1
_ 1
Q - (JJ()‘C2‘(R1+R2) 0701
2 1 . 10
wo
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1. Frequenzraum 8. Aufgaben

Aufgaben
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1. Frequenzraum 8. Aufgaben
Aufgabe 7.1: Bestimmung des Spektrums
1
uo in V} ; / i s

T
7 1 0 1

-1 >

Suchen einer geeigneten Fourierreihe.

Anpassen an den gegebenen Signalverlauf.

Wie viele Abtastpunkte je Periode sind erforderlich, um mit einer
zeitdiskreten Fouriertransformation die Spektralwerte flr bis zur
4-fachen Grundfrequenz zu berechnen.

Bestimmen Sie die Abtastwerte und die Spektralwerte.
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1. Frequenzraum 8. Aufgaben

aus https://www.mathe-online.at/mathint/fourier/i.html:
f(x), go(x) = 2sin(x) — sinf2x) + ?sm[ﬁx.] - %siﬂ[ﬂx.]

[(ERET

balsy
bals

mitt =15 . 2. und u (t) = LY - g (¢):

ug (z) =

1s .
T
v

VY (2sin (T - sin (22 +f STt Ly (At
s 1s 1s 1s 2 1s

m Abtastzeiten in s und Abtastwerte in V jeweils: 0, 2/9, ... 16/9
m Spektralwerte Phase /2, Amplituden: 1 Hz: %V, 2Hz: i v, ...
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1. Frequenzraum 8. Aufgaben

Aufgabe 7.2: Imaginédrer Strom?

Was bedeutet es physikalisch, wenn ein berechneter Strom einen
Imaginarteil besitzt, z.B.:

I(w)=(1+j) mA

Gibt es dann in der Schaltung imaginére Stréme?
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1. Frequenzraum 8. Aufgaben

Losung zu Aufgabe 7.2
Der komplexe Stromwert I (w) = (1 + j) mA ist die komplexe
Amplitude eines Signals:
i(w) = (1+7) mA e =V2mA . e

Die Zerlegung eines reellen Signals in komplexe e-Funktionen
enthalt fir jeden Summanden mit positiver Frequenz w den
konjugiert komplexen Summanden mit Frequenz —w, im Beispiel:

i(~w) = (1—j) mA-e 9 = V2mA - e~ (21+3)
Die Summe ist reel:
i(w) +i(-w) 22'\/§mA~cos(wt+£>

Imaginare Stréme gibt es in der Rechnung, aber nicht in der
Wirklichkeit.
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1. Frequenzraum 8. Aufgaben

Aufgabe 7.3: Zusammenfassen komplexer
Widerstande

1 Ry Ch K1 Ry
— T ; —1—
—e 02 R2 *r— —e C2 R2 *r—
e | E H S ; ——
K2
Z, Zy,

Wie grof3 sind die komplexen Ersatzwiderstédnde Z, und Z,?
Unter welcher Bedingung sind die Ersatzwiderstande beider
Schaltungen gleich?
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1. Frequenzraum 8. Aufgaben

Losung zu Aufgabe 7.3

Zai Cl Rl Zbl Cl K1 Rl
— I ——
—e 02 R2 *r— —e lKlKQ *r—
11
— o K2 m
e
& ij
Zy, = m + (R || R2)
Z, = Z,wenn Iy ks, =0,d.h. wenn
Xew 1 X 1
Xy + R 1+jwRiCr X+ Ry 14 jwR2Ch
R1C1 = RQCQ
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1. Frequenzraum 8. Aufgaben

Aufgabe 7.4: Grenzfrequenz und Arbeitspunkt

Rg Rc Rp=220Q By =100
Ro=1kQ  fr =100 MHz
UV:5V UBEF%()?V
u, )
WO Ta(O Ju  Oyu, | YV,

Stellen Sie die Ersatzschaltung fiir den stationaren Zustand mit
dem Transistor im Normalbereich auf.

Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion fiir f = 0.

Wie grof3 ist Uy, zu wahlen, damit die stationare
Ausgangsspannung U, = 3V flr U, = 0 betragt?

Welche Amplitude darf ein kosinusférmiges Ausgangssignal
maximal haben (Mittelwert 3V)?

Stellen Sie die Ersatzschaltung fiir Frequnzen f # 0 null auf.

@ Wie grof ist die Verstarkung fir Frequenzen f < f1?

Wie grof3 ist die Grenzfrequenz der Verstarkung?
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1. Frequenzraum 8. Aufgaben

R T Iy Rr =2209)
E +50 Re = 1kQ
q) U |Uv =5V
Ue( UBEF( ) v UCEX ~ O,QV
Uvi Usgr ~ 0,7V
By = 100

» Ubertragungsfunktion fir f = 0:

m Uy, damitfir U, = 0= U, = 3V:

= max. Amplitude u,:
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1. Frequenzraum 8. Aufgaben

Bo =
" T - Ry = 2209
E Iy *32_ ¢ R = 1kQ
Uv |Uy =5V
Ueﬁ UBEF( )Ua ) v Ucex ~ 0,2V
o = 100

m Ubertragungsfunktion fir f = 0:

m Uy, damitfir U, = 0= U, = 3V:
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1. Frequenzraum 8. Aufgaben

Re - R = 2200
Rg =1k
U |Uv =5V
Ue( UBEF( %)) v Ucpx ~ 0.2V
Uv1 Ugser = 0,7V
By = 100

m max. Amplitude w,:
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1. Frequenzraum 8. Aufgaben

i 1+/3 Iy Ry = 2200
— - Re =1k
U, ( Bo = 100
fr = 100 MHz

n Ubertragungsfunktion fur f=0:

m Grenzfrequenz der Verstarkung:
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1. Frequenzraum

G

8. Aufgaben

Aufgabe 7.5: Filter mit Operationsverstarkern

R,

J_R1|;|]

— L1
C
U, ( .:l>_) U,
L

a)

Wie lauten die Ubertragungsfunktionen?
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1. Frequenzraum 8. Aufgaben

Ry

c

. R
L ( ) U, b EL L) L
1) b)

LRIH
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